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Ap TIONUM Theoria, ulpote bermagni in matheſs mo- 


menti, trecentos ferme per annos, a tempore Lucæ de Burgo ad 


uſque prefens, Analyſtarum ingenia exercuit. Veruntamen faten- 


dum eft, quod Analyſiæ maximi, inventis ſuis algebræ fines ex!en- 


dere utflurimim ſatagunt, de inventorum evidentia drool | 


er validis atque legitimis ſtabiliendi parùm ſollicitt ; „ gut- 
* mam he ſatis faciles ibi viſe ſunt, & nonnunguam alſque ni- 


* mits ambagibus tradi non poſſent“' gu ales memorat cauſas 


Newtonus, in Arithmetica Univerſali, cur, æqualionum pro- 


hrietates docens, demonſtrationes non ſemper adjunxit. Hanc ita- 
que curam poyſterts legant. Inde vero fit, quod regulas gualio- 
num praeſtantiſſimas, vel imperfecte tradunt, vel quaſi demonſtra- 
tionibus idoneis deflitutas omittunt omnes Are algebræ inſlitutiones. 
Sic, ut pauca exempla e multis proferam, Newtoni celeberri- 


mum theorema binomium, necnon germanum illud de inveniendis 


ſummis Hotgſtatum radicum aquationis ; vel nut, vel minus ac- 
curatis, vel denique alieno ex fonte petitis gemonſtrationibus, omni- 
bus fere in libris elementariis extant : Carteſii theorema egregium 
de numero radicum affirmativarum & negativarum aquationis 
 dignoſcendo, plerique abſque demonſtratione tradunt, nonnulli negli- 
gunt : Methodus vero detegendi radices aquationum impoſſibiles, ſi 
que ſint, carumque numerum, exceptd reguld quadam imper feta a 
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Newtono 7raditd, ex omnibus exulat. Hunc igitur dgfectum, 


aliquatenus faltem, ſupplere, ugſtri inſlituti eft ratio; ne ſcientia 
prefiantiſſima quidem, & gue ipſi geometria vix forſan evidentid 
cederet, fs modo lucido ordine & methodo velerum Geometrarum 
in, erent Analyſtz, falſo incertitudinis crimine premi videatur. 


Ne toni Arithmeticam Univerſalem Poliſſimum, ut interpre- 
fecutus ſum, in conſilium ſubinde adhibitis, peritifſimis in re ma- 


thematicd ingentts, Wallis, MLaurin, Saunderſon, De Moivre, 


Simpſon, Clairaut, D'Alembert, Euler, La Grange, War- 
ing, Bertrand, Landen, Hutton, &c. &c. qui aut ſcriptis 


Newtoni illuftrandis, aut algebre limitibus latius proferendis 


felicifime operam dederunt. Curſim quoque adſiruitur brevis 


hiſtoria pracpuarum inventionum analyticarum, ad levandum 
wſquiſitionts abflruſioris tedium ; & notantur auctores quorum ex 


ſeriptis plemorem harum rerum cognitionem haurire licet. Quid 


 iþſe prafliterim aliorum efto judicium. Hoc ſaltem præmonitos 


velim leftores, quod opus elementarium methods elegantiſſimd ab- 
folvere, andief breviſſimd & ji mul perſpicud, ſyntheſi concinnd & 
minime operosd, longe difficilimum eft. Un petit genie pourra 
$imaginer qu'il eſt facile de faire un livre elementaire clair 
& precis—les vrais Savans en connoiſſent la difficulte. 
Sauri, Inſtitutions Mathematiques, 
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pr NATURA £QUATTONUM. 


JE EO ATIONES ſunt quantitatum aut ſibi mutue 
-equalum, aut ſimul nihilo æquipollentium congeries. 
| Priores appellantur canonic@, poſteriores originales. 


es © Duobus modis conſiderandæ veniunt .equationes, vel 
ut ultimæ concluſiones ad quas in Problematis ſolvendis 
deventum eſt, vel ut media quorum ope finales æquationes 
acquirendz ſunt. quatio finalis ex unica tantum quan- 
titate incognita cognitis involuta conflatur, modò Problema 
definitum ſit. et aliquid certi quzrendum innuat. Mediæ 
autem, quæ problematum conditiones deſignant, plures 
involvunt quantitates incognitas, atque ideo debent inter 
ſe comparari & ita connecti ut ex omnibus una tandem 
emergat æquatio nova cui ineſt unica quam quærimus in- 
cognita quantitas admiſta cognitis: cujus reductione quan- 
tttatis incognitæ valor comparandus eſt. 


3. "Propoſira, igitur quæſtione aliqua, artificis OPER? 
in eo præſertim requiritur ut omnes ejus conditiones totidem 
æquationibus deſignet. Ad quod faciendum, perpendat 


imprimis an propoſitiones ſive ſententiæ quibus enunciaturr 


ſint omnes aptæ quæ terminis algebraicis deſignari poſſint, 
haud ſecus quam conceptus noſtri characteribus græcis vel 
latinis. Et fi ita, (ut ſolet in quæſtionibus quæ circa nu- 
meros. vel abſtractas quantitates verſantur) deinde nomina 
quantitatibus i ignotis atque etiam notis, ſi opus fuerit, im- 
pbnat?; & ſenſum n ſermone, ut ita e 


. Aigebrilz antiquiores folas quantirates incogntas per Thorns: dof ignarunt, 
notas autem per ipſos numeros, puta, A — To== 24. Uſum literarum alphabeti 
vice: ſignorum antea adhibitorum primus introduxifſe fertur Buteo, qui Tractatum 
| Algebraicum edidit anno 1559. Recentiores vero poſt Fietam fere omnes genre 
quantitates. tam datas quam quæſitas per literas aut n, cum magno artis 
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analytico deſignet. Et conditiones ejus ad algebraicos ter- 


minos fic. tranſlatæ, tot dabunt zquationes goo ei ſol-- 
vendæ ſufficiunt. 


4. Quemadmodum / ee tuo numeri quorum ſumma ö 
%, 140, et produttum 3136. Deſignantibus et y, numeros 
quæſitos, quæſtio deducitur ad æquationes x + y = 140, 
et xy = 3136. Quarum ope per regulas mox tradendas 5 
inveſtigandi fone et 5. 


5. Aut, /i quæsrantur ires numceri contiuue proportionales, 
guorum funma fit 20 = a, et: quadratorum. ſumma 140 = b. 
Sint numerr quæſiti &, y-et 2, et ex quæſtione prodeunt 
zquationes x2 pf, Ty ＋ 2 D a, et «- + ＋ 2 —= 6. 
Quarum reductione eruendi ſunt x, q et 2. 


6. Cæterum notandum eſt, ſolutiones quæſtionum eo 
magis expeditas et artificioſas utplurimum evadere quo 


pauciores incognitæ quantitates ſub initio ponuntur. Ali- 


quando autem harum aliquam ex quæſtionum conditione 
aliqua deſignare licebit, dum ex conditionibus reliquis 
elicientur æquationes quæ in ſolutionem ener. 


analyticæ emolumento,: ſi ve laboris inter operandum tl five 6 | 
generalium eliciendorum-gratia. Hinc diſtinctionis ergo, forma vetuſtior appel- - 
Iatur Algebra numeroſa, recentior. ſpecioſa. At vero Fieta, eumque ſecuti 
Oughtredus aliique, uſi ſunt literts majuſculis ; hodierni fere omnes partim brevitatis - 
et compendii causà, partim ad evitandam confufionem quz aliter in praxi non 
raro extaret, ex eo quod liter majusculz deſignandis figurarum etricarum 
lineis tribuuntur, adhibent minuſeulas. —— datas diſtinxit Carieffus per- 
literas alphabeti primas, a, b, e, & c. quæſitas autem per ultimas =, iy, x, Ne. 
Quantitatum poteſtates primus quoque deſignavit indicibus integris 4“, a, 6's & e. 
Quantitatum radices deſignaſſe fertur Albertus Girardus indicibus fractis, a3, 23, = 
az, &c. pro ya. e- a4, & c. Quantitates reciprocas indicibus negativis 
notavit Wallifus, pro = = 2 & c. ſeribendo „ , 073: Ke. 
qui et uſum indicum W et ſurdorum introduxit. enen ex quo 
invaluit indicum numeralium uſus, ut evitetur confuſio, coefficientes numerales 
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T3 
Sic in quæſtione priore, ex una conditione quod ſumma 


quantitatum incognitarum ſit 140, unam defignante x, 
alteram deſignabit 140 — x; ex altera conditione autem 


elicietur æquatio x Xx 140 — x = 3136, cuyjus reductio 
dabit x. Atque in quzſtione altera, ex prima conditione 
quod numeri quæſiti ſint continue Wann; exponen- 


tibus's et y, primum et ſecundum, exponet —, tertium; ex 
reliquis 2 conditionibus 8 du æquationes, 


& +35 ＋ = Da et, * 47 + = b. Quarum reduc- 
tione x, * 7 determinandi ſunt. Interdum etiam plures 
vel omnes quantitates incognitas ex conditionibus quæſ- 
tionum deſignare fas erit. Ut ex ſequentibus patebit. 


7. Etſi deſideratas quantitates utplurimum immediate 
quærere ſolemus, ſi quando tamen duæ obvenerint ambi- 
guæ, hoc eſt, quæ conditionibus omnino ſimilibus præditæ 
ſunt (ut quatuor numerorum continue proportionalium 
duo medii et duo extremi) præſtat alias quantitates non 
ambiguas quærere, quas inter et haſce intercedit nota quæ- 
dam relatio, quemadmodum harum — vel differen- 


tiam, vel retangulum.... 


8 | 
8. Nonnumquam "queiiianes anni eadem a | 
liſdemque legibus ad æquationes redigi poſſunt ac quæ de 
abſtractis quantitatibus proponuntur, ubi ſcilicet ſolæ quan- 
titatum proportiones abſque poſitionibus linearum conſide- 
randz veniunt. Ut f data quadam redn in metha es etrema 
proportione ſecanda ſit; defignante à rectam datam, et ſeg- 
mentum majus, erit a — x ſegmentum minus, et æ π 


——  — 


a —x; æquatio quæ per reductionem dabit a. l 


9. Quod fi ſermo quocum ſtatus quaſtionis exprimitur 
ineptus videatur qui in algebraicum poſſie verti, paucis 


mutationibus adhibics NT verborum go 
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ſunos attendendo expedietur verſio. Cæterum methodum 
redigendi hujuſinodi problemata ad æquationes certis legi- 


bus vix inſtituere fas eſt, cum ex proprio cujuſque analyſtæ 


ingenio plurimum pendeat; exemplis ſane et exercitatione 


facilius quam præceptis illuſtranda et addiſcenda eſt- 


lacet igitur jam paucas inſtantias adjungere. 


10. Mercator quidam nummos ejus trient? quotannis adauget, 
demptis 4, too quas annuatim impendit in fumiliam, et oft tres 
annos fit duplo ditior ; quaruntur numm!? | | 

Plures latent in hac quæſtione propoſitiones, quæ omnes 
ſic eruuntur et enunciantur. 

Mercator habet nummos 

quoſdam ' - - -' - » # 

Ex his anno primo | 

expendit ioo „* — 100 


Et reliquum adauget | 2 — Re 
triente 4 8 „„ Zo x — 100 + = _ ſive 4 2 9 90 
Anncoque ſecundo 4 x — 400 4x—700 
pon gras ( five n 
Et reliquum adauget 4 — 10 _ 4x—700 16x — 2800 
Kate e %y + EE five 
1 tertio enpenditt 2.5 0 hve 195% 3700 


Et reliquum adauget triente 


; 9 2 
Fitque duplo ditior quam 64 * — 14800 f 


27 


ſub initio ii 727 
. 0 | * 0 | 64 * 1 14800 N ; f | , 
Quæſtio itaque ad æquationem 0 x perdu- | 


citur, cujus reductione eruendus eſt x. 


11. Ex epitaphio quodam Arithmetico quæritur N 8 L 
Drophanti celeberrimi analyſtæ Alexandrini qui Anno 365 
.circiterfloruit, et primus extat Algebræ ſcriptor apud Grzcos. 
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Indicat utique epitaphium, Diophantum ſextam ætatis 
partem egiſſe puerum; partem inde duodecimam, puberem; 
completa ætatis parte ſeptima poſt, uxorem duxiſſe; inter- 


jecto autem quinquennio, filium genuiſſe; qui ſemiſſem 


paternz ætatis quum attigiſſet, diem obiit ſupremum; patrem 
vero quadriennio poſt, fato quoque ceſſiſſe. Quæritur 


igitur Diopbanti eras: ſive in genere, quæritur numerus 


cujus partes ſexta, duodecima, ſeptima atjunQo quinario, 
et ſemiſſis adjuncto quaternario, ſimul conficiant tetum, Sit 
numerus quæſitus x, et habebitur æquatio ;x + h +3 x 
＋ 5 TN T4 x. Cujus reductione eruendus eſt x, 
12. Quod ſi quæſtio ipſa omnes conditiones quæ in ſolu- 
tionem poſtulantur non ſuppeditet, evolvendæ ſunt quanti- 
tatum tum datarum tum wege relationes, quoquo 
modo compertæ, ſi quæ aptæ ſint equationibus rite pariendis. 
Hoc pacto etenim problemata, quæ primo conſpectu inſo- 
Tubila videntur, præſertim in pbyſicis vel mixtd mal boſi, 
haud raro ſolutionem ſubire coguntur. Sic opificis fraudem, 
qui furatus eſt partem aliquam auri quod coronæ votivæ 


conflandæ gratià ei commiſerat Hero, et argento ſubſti- 


tuto coronam juſti ponderis fabricavit, neutiquam de- 
texiſſet Archimedes, rege jubente, ex datis tantum coronæ 


ipſius pondere et mole, ni pondera ſpecifica auri et argenti 


inſuper in computum adſciverat*. Uti poſthac oſtendetur 
in reductione problematum indeterminatorum. 
e» .Vide/Pitruvium;/lib. 9, c. 3. 
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- 13. Si ex quzſtione utcunque eliciendæ ſunt tot æqua- 
tiones quot habet incognitas quantitates, determinata 
erit, et ſolutionem præbebit. Quod ſi conditionibus defi- 
cientibus, pauciores dentur æquationes quam incognitæ 
quantitates, quæſtio indeterminata erit, vel quodam reſpectu 
vel abſolute; et modo complures, modo innumeras ſortie- 
tur ſolutiones. Ut / quærantur duo numeri x et y quorum 
ſumma fit 10. Deſignante x, q; erit y 1, deſignante x, 
8; erit y=2, &c. et inde novem prodeunt ſolutiones, ſi 
de numeris integris et poſitivis agatur; innumeræ autem, 
ſi de fractis vel negativis. Contra, fi redundantibus con- 
ditionibus, plures habentur æquationes quam incognitæ 
quantitates, quæſtio quaſi pluſquam determinata evadet, 
et concluſio erit abſurda ſi inter ſe diſcordent conditiones, 


aut inepta fi non. Sic gueſitis duobus numeris quorum ſumma: 
fit 8, differentia 2, et productum 12. Sint numeri x, et 8 — Xx; 


eritque x — 2 2 8 — x. Adeoque x p, et alter 8— x =3. 
Sed per tertiam conditionem productum 5 * 3 ſeu 15 = 12. 


quod abſurdum. Et fi hæc fuiſſet conditio ut productum ſit 


15; inutilis evaderet, quippe quæ ex cæteris pendet, et 


æquationem identicam ſeu ineptam 15 = 15 parit. Atque 
hoc pacto ſane detegentur quæſtionum conditiones aut ab 
invicem pendentes, aut inter ſe diſcordantes ; ubi ſcilicet, 
opere rite inſtituto, ad zquationem identicam vel abſurdam 


devenitur. Rus | N 


Ds DiMENSIONIBUS ZQpATIONUM.. 


14. Dimenfiones æquationum ad quas in. problemaris- 


ſolvendis deventum eſt, ex maxima dimenſione quantitatis | 


& ſic deinceps.. Et fi æquatio plures quantitates incognitas 
ſortiatur, gradus hujus perinde quoque zſtimantur ex 


3 


n 
maxima dimenſione ej juſdem aut plurium Mantiratum incog- 
nitarum. Sic xy== 3136, et & + mo er ö ſunt quadra- 
ticæ, x2 ＋ * a cubica, & FE Probibaly” an ad 
awer dixpegfionum d edncet... :.. 


15. Vir quidam munmos' "in mertulnun Compendit,, 
vero hdc non ſuccederet, ſe expedire cupit ſub fine anni 5 ; 17 


tali occaſione nau oblatd, ſolvi nequit nyt Jub pine anni ſecundi, aut 
tertii, aut, dent uni n: tempor. f MH mmis pg pr ims 
anni jacturam a =o He e b. Aæritur dannuns 22 
pro ſingulis L 100, quotannis ? 
8 5 155 ? _—_ 1211 15 ; 
et tuendo ana 


Bit damnum quatrom,” 
(100: 100 — * 11 :) a * = 
7 100 


net mercatoris nummos- poſt primi anni jacturam; et 
121 
08-7 ) 


5 * — . 


continuando analogiam, (100: 100 — x :: 4 * 


OE" '2 . n * | : . 
a N — five a * 1 nummos poſt. ſecundi 


anni jacturam; ſimiliter, a Xx 1 — 7590 nummos poſt 


anni tertii jacturam; et in genere, a * 1 — 1 nummos 


poſt anni u jacturam. Exponet item @ 1— = — 5 


mercatoris nummos ſub fine anni cujuſque poſt primum. 
Poſito 1 et illum a mercarura ſolvi ſub fine anni ſecundi, 


er en — ———U d 


1 3 ai 83 j * 
per reductionem dabit x; ſub fine anni tertii, æquatio 


3 — — 


X $64.4 — 8 . 
cubica a Xx 1 _— a * 1 755 5 et ſub fine 


anni n, æquatio 1 gradus 4a X 1 — 2 = a, * 


— — — 


1 — = — 6, per reſolutionem dabit &. 


| 68) | 

16. His præfatis de natura et dimenſionibus æquationum 
ad quas problemata deduci debent, inſtituenda eſt earum 
analyſis. Trademus itaque modos ö +7 


I. Concinnandi æquationes quotcunque dimenſionum; 
et reducendi quadraticas, aliaſque ordini quadraticarum 
adſcribendas. at | . 

II. Ex mediis pluribus in ſe collatis eliciendi finales 
æquationes, et reducendi indeterminatas primi et ſecundi 
gradus. 0 2 vi edge 9 


III. Reſolvendi finales æquationes quotcunque dimen- 
ſionum. | / F 


. 
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PA R S P R & MEA 
Ds CONCINNANDA ZQUATIONE SOLITARIA. 


I 7. Quoniam 3 incognitæ quas referunt æqua- 
tiones cognitis involvuntur per varios modos additionis vel 
ſubductionis, multiplicationis vel diviſionis, involutionis 
vel evolutionis; neceſſe eſt, ut per operationes 11s contrarias 


quibus cum cognitis implicitæ fuerunt, extricentur et expe- 
diantur. De ordinatione & reductione igitur æquationis 


ſolitariæ in ſequentibus regulis agetur; quæ hoc pendunt 
principio, quod ſi quantitatibus quibuflibet ſibi mutuo 
æqualibus addantur vel auferantur æquales, multiplicentur 
vel dividantur per æquales, involvantur vel evolvantur 

æqualiter, manebit adhuc 8 per has operationes 
reſultantium æqualitas. 


18. REG. I. Termini Ne ſecundum dimenſi ones incagnitæ 
quantitatis in ordinem ſemper redigendi ſunt. Ita ſeilicet ut pri- 
mum occupent locum in quibus incognita quantitas eſt 
plurimarum dimenſionum, et ſecundum locum in quibus 
ea eſt una. dimenſione minor, et fic deinceps; ad normam 
ſequentium : in quibus x deſignat quantitatem quæſitam; 
P, 9, T, 5, alias quaſcunque quantitates ex quibus determi- 
natis et cognitis etiam determinatur, et per regulas ; 
inſequentes erui poteſt valor. ejus ſi fit, unius aut duarum 
dimenſionum, ſive maximæ =, poteſtaris * ſi plurium. 


Mo 4 


— 


- - { f 4 2 * 
MA | AU gn 
» + 5 a 8 8 2 : 


2 vel, «„ —- p o, | 
X* = ps + 9. ** — PX — 7 = o, 
* p LEY > Op | alive! Arad wares ran. 
* px? Hg Þ rx + , adn chin ** — Ix . So, 
. C. f 


19. REG. II. Siguæ ſunt quantitates gue /e mutuo dc Abuere, 2 
vel per additionem aut ſubductioneni coaleſcere poſſunt, termini 5 
perinde minuendi ſunt. 


= 
Sic $ 11, æquatio. x NR + 3x+5+2x + 4, ad- 
dere 5 x et numeros e 0s: reſpective, prodit 


| — 5 —+ 9, et ſubducendo 3 57 utrobique, 9. S 9. Sic 


a* + x = 4 + b, deleta a per ſubductionem, dat b. Sic 
quoque Ve = x — Vs, dat x= VA + Vi5 =4vV3+5 
V3 3<=0V3-- Itemque V. 480% — ox Nabe dat x Vd 
5 . Vater? 2 V3k — 14 be == 2 e. Ad hanc 
igitur regulam referri debet ordinatio terminorum æqua- 


tionis quæ fieri ſolet per tranſlationem ad Partes -contrarias 
cum ſigno mutato-. = 


* 


* 


. Reo. III. Sigua compareat quantitas. per quam omnes 
e termini mulliplicantur, debent omnes per illam di vidi; 
vel fi per candem quantitatem. omnes dividantur, deleus ciuiues 
Ar: 2 6 . | 


Sic 1 555. == 24 ab + gb, dividends per 36 et cranſponen- f 


do, prodit xy 56 — 84. n 7 e As ot 


—v = 4 Ta, multiplicando per c, et tranſpo- 


beg 6 dat x = NV + LV ab —40Þ + 4aÞ = -b V +:- 
1-X a—3b n. 


oy ts, 


— 


mY 1 4A 
21. Aliguando reducrio inflitui 1 8 equationem per 
compoſitam aliqnam quantitatem. Sic y = zr + 3bey— Ofc, 
transferendo omnes terminos ad eandem partem, et divi- 


dendo per „ -&, dat yy + 2cy — be = 0. De inventione 


hujuſmodi diviſorum perutili poſthac agemus. 


2. Hoc patto tolli polſunt Fracliones ex en Multi- : 
3 ſcil; omnes terminos per uniuſcujuſque denomi- 


64x — 2 — | 
natorem. Sic habita $ 10, æquatione — - 2 —— 2X, 


multiplicando per 27, et tranſponendo, prodit I0x= 14800. 


23. REG. IV. Si maxima poteftas quantitatis incognitæ mul 
tiplicetur vel dividatur per cognitam quamlibet quantitatem, de- 


bet ola æguatio per. candem dividi vel multiplicart 7. 


Sic æquatio noviſſima 1oæ = 14800, 8 per 10, 
dat x = 1480, qui utique exponet an ks nummos 


910, ut et lucrum. Itemque æquatio 9 19, = 9, divi- 


dendo per 3 fit æ = 84. Vixit igitur Diophantus 84 an- 
nos. Et d habeatur Vi, 150% * babe, coneinnando pro- 


239. 
dit x = N your” . = Va 5 9 17. æquatio quadratica 


* \* * 
X — — — — — — — 4 
a: 85 I - e c X41 — b, quadrando 1 — 


1005 | 


| | * 
et ordicando;,-prodic * — LOOK —1 0000 - => Et qua- 


| 3. © — : : 
tio cubica a * 1 — a Kal — — -, concin- 
ä 2 100 . 


b l 
nando prodit * — 300 K + 200005" Togo, 1M fic - _— 


deinceps. 3 = 


P 5 , 
2 1 
18.1 ? 
Tis — Tr — — 4 2 — — — — — —— —¾ — x _® TS ns > l 2 . 
n 5 — Mw * - . - % en —— $0 Aer eo, 1 —„ . = 4 — — 
1 4 


—— 


* 


* 
» 
— 
_ as To) * ho 


e 
. , 
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24. Rx. V. Siqua fit fraftio irreducibilis in cujus 8 


tore reperiatur incognita quantitat, omnes æquationis termini per 


Num denominatorem , aut her are . gi ns Sal 


ſunt. 1 


4 


= Xx, \ mullpplicando per a — x 

? - 2 

et tranſponendo 2 (9 * = bx — ab. 4 — = 7 3 — 

multiplicando primo per x*, deinde per a + 3 — x EFagnt 

ADB ba? b3 — 4162 x 
Cc 


== x*, 


25. Rx G. VI. Sicui farde quantitati bub involuatur 
ꝶuantitas incognita, ceteri omnes termins. ad partes contrarias 
transferendi ſunt, et utraque equations pars in e ſemel multi- 


5 Plicanda fo i radix quadratica fit, vel bis /i 1 cubica, Cc. 


— . eons . A noo a es hn Q 


14443 


Sic HM +$a=x tranſlata a ad alteram partem 
fit Y = X 4, et quadratis partibus, 4. — a x = 
* þ'a's + 4*, et concinnando, x = a. Sic etiam 
V 3: #x F228 = ax, partibus cubice multipli- 
catis evadit a* x + 24 - =4a)— 3a* x wt 3a * — x3, 
ſeu x = 4ax — a. 


26. Reo. VII. Aliquando reductio per extractionem radicis 


ex utraque æquationis parte inſtituitur. 

| Quemadmodum fi habeatur æquatio pura x = 
14 — 67, extracta utrobique radice are x = V Ta* . 
Quod f1 habeatur x* . a. = 2.ax + &*, transfer 2 à x, et 
exurget quadratum exuna parte perfetums* —2axta* =, 
extractiſque partium radicibus, x — 4 , ſeu x = @ Tt. b. 
Sic etiam x3 — 12 K* + 48 x = g8, demendo utrinque 64, 


.exhibet cubum ex altera parte perfectum, ſcil; x? — 12 * 


+ 48 — 604 = 34, extractiſque radicibus cubicis par- 


tium, wait * —4 = Vas five x = 4 Ve. 


* 
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(ing: ) 

27. Cæterum æquationes ad quas in problematis folvendis 
deventum eſt, raro puras aut perfectas poteſtates exhibent 
ex iſta æquationis parte ad quam transferendi ſunt termini 
qui quantitatem incognitam aut ejus dimenſiones continent, 
quales jam poſuimus. Formam utplurimum imperfectam 
induunt, deficientibus nimirum uno pluribuſve terminis 
qui quadrato, aut cubo, &c. complendo ee, ut 


8 23, æquatio quadratica x* — 100 * = — 10000 7, et 
| | a 

cubica x? 300 & + 20000 # = Ioo0000 Metho- 

dum generalem quidem reducendi æquationes hujuſmodi 

 quadraticas, quas adfzFas vocant, (quia præter quadratum 

incognitæ quantitatis, ſimplici quoque ejus poteſtate adfi- 

ciuntur) jam docebimus; verùm methodus generalis reſo 


vendi æquationes altiorum dimenſionum per evolutionem, 
adhuc deſideratur. 


DE RED UC TIONE KQUATIONUM QUADRATICARUM. 


28. Si habeatur zquatio pura & , (ubi c deſignat 
quantitatem quamcumque cognitam, five ſimplex fuerit five 
compoſita) extracta utrinque radice prodit R x = T'V 
ſive, ſi explicetur hæc forma compendiaria, +x = + vVjq, 
b vel — x = — Vq. At ex 
his quatuor valoribus x, tertius tranſponendo revocatur ad 
ſecundum, et quartus ad primum; ſufficit igitur ſi affirma- 
tive tantum ponatur x, et bini ſtatuantur valores ejus, ſcil; 
＋Vꝗ vel -V. Quod in ſequentibus quoque ee 
Incognitam vero quantitatem x, extracta radice quadratica 
duplicem ſortiri valorem, æquum eſt; quoniam enim quan- 
titatis ſive affirmativæ ſive negativæ quadratum eſt ſemper 
— allirmativum,e converſo, quadrati affirmativi radix poteſt eſſe 


F 5 


* 
ee 


affirmativa vel negativa. 2%. Sit x* 9, uterque valor x, 
ſeil; + VA vel = VV prodit DIE; cum quadrati 


ne ativi geneſis ſit impoſſibilis. 
inc in æquatione quadratica pura, binæ exiſte ra- 


1 ; | dices, ſeu bini valores quantitatis incognitæ, quz evadent 
| | | | | Girrrul reales fi g fit Affirmativa, et ſimul impofhibiles fi 9 fit. 
| niegativa. | f 


| | | 209. Quod ſi habeatur æquatio Aadte 4 * +; px = ==q, (de 
= ſignantibus p et g quantitates quaſcunque cognitas) con- 
= | _ ſtat, membrum +* + px, a parte ſiniſtra æquationis, imper- 
= | fectum exhibere quadratum binomiz x +; þ; que utique 
| quadrando parit x + px +-+ þ*.. Utrinque igitur, a parte 
ſiniſtra ad complendum quadratum, et a parte dextra ad 


= | | ſervandam membrorum æqualitatem addatur z f*, (quarta 
1 pon n coefficientis ſecundi termini,) et prodibit 


| _ * +px + P =P +4, et extracta utrinque radice, 
n x + iS=+ Vip*+9, et tranſponendo, x=— +þ TVI bg. : 
. . Et fic univerſaliter: Si ft x*=. px. q, erit x. 1 VIB 4. 
1 | Ubi ip & q ihſdem ſignis ac p & ꝗ in aquatione priore afficienda . 
| ſunt, ſed + p* ſemper affirmative honemdum. Eſtque hoc exem- - 
1 plum Regula ad cujus ſimilitudinem æquationes omnes 
Ss quadraticz adfectæ ad formam Epe — . 7 


30. Hinc, e "FR p et 9, quatuor dene 
quadraticarum formulæ Scilicet, 


© Hee methodus complendi quadratum i in ſpeciebus ad quadraticarum redue- 
tionem, extat in opere primi ſcriptoris algebraici Zuce de Burgo, cui titulus 
Summa de Arithmetica et Geometria, impreſſo, Anno 1494, atque iterum Anno 
1523. Hic tres formulas priores inſequentibus verſibus ſemibarbaris expoſuit : 5 


| | din quibus res et radix — pr; cenſus, x* ;- numerus et drachme, 9. 


© 


( ut ) 
a + px = +9 adeoque x = — 27 +/Þ i 7 vel, =— 27 Fo 
IL *—px=+9 - - x=+bp + Hg ;- =+pm ie, 
IN a*%—fx =—=9 - = wm bop +I/ppity + =+2—VIH=L 
IV. gona w—g 8 x -N - 2 — 7 -N —7 
In formulis I et II, ubi quantitas abſoluta ꝙ eſt affirma- 
tiva, erit VI major quam (VI =) , et proinde ra- 
dix prior in utraque erit affirmativa, et poſterior negativa. 


In formulis III et IV, ubi eſt negativa, ſi fat minor ui 
255, erit Vi affirmativa,.et minor quam ; et proinde 
in III, evadet utraque radix affirmati va, in IV, utraque ne- 
gativa. Si ſit equals 1p, evaneſcet Vip*—9, et binz ra- 
dices in utraque evadent æquales, ſeu coaleſcent in unam. 
Et fi ꝙ ſit major quam 1h, erit 4þ*—q negati va, et Vie*—9 
impoſſibilis; et proinde binæ radices in utraque formula 


evadent impoſſibiles, quoniam hæc W impoſſibilis 
earum compoſitionem ingreditur. 


1. Si res & cenſus numero corguantur, a rebus - px -þ x* = q. 
Dimidio ſumpto, cenſum producere debes 
Auadereque numero, cujus a radice totiens _ 
Tolle ſemis rerum, cenſus latufque redilit. 


2. Et fi cum rebus drachme quadrato pares Hunt, 4 =-Xx*; 
Adde, ficut primo, numerum produtio quadrato © | 
E rebus mediis, hujuſque radice recepta, 

Si rebus mediis addes cenſus patcfiet. 


3. At þ cum numero radices cenſus aquabit, - X PTC. 
Drachmas a quadrato deme rei medietatis, 
Haus quod ſuperit radicem adde traheve 
A rebus meduts fic conſus N note ſcet. 


Quartam formulam non admiferunt vetuſtiores, utpote quæ amibes valores x 
parit negativos, ut mox videbitur, 3 autem — pro falſis habuerunt- 


0 
Hinc quoque in omni æquatione quadratica affectà, bi- 
næ exiſtunt radices ſeu valores quantitatis incognitæ, quæ 
evadent ſimul reales, ubi g fit affirmativa, aut ubi fit nega- 
tiva et non major ſaltem quam zp*; nam fi major, evadent 


ſimul impoſſibiles. 


D RADICIBUs ZQUATIONUM QUADRATICARUM. 


31. Ex radicibus ſeu valoribus quantitatis incognitæ 
realibus, affirmativi deſignant in genere quantitates add:t- 
tias, negativi ablatitiasr. In quæſtionibus profecto ſolvendis 
quæ circa abſtractas quantitates verſantur, ubi nulla ſit re- 
rum contrarietas, negliguntur negativi valores quaſi inu- 
tiles, et affirmativis tantum locus conceditur. Atque hinc 
quidem ablegabant Algebriſtæ vetuſtiores (necnon able - 
gant etiamnum nonnulh hujuſce ævi) radices negati vas ſe- 

cundæ et tertiæ formulæ, et quartam omnino formulam. 
Verùm in mixta Matheſi, ubi oppoſitio quædam inter quan- 
titates de quibus agitur, incidere poteſt, velut in motu lo- 
cali inter progreſſum et regreſſum, in rebus humanis inter 
bona et debita, in phyſicis inter attractionem et repulſio- 
nem, jure admittendæ ſunt, utpote quæ ad caſus quæſtio- 
num datis contrarios reſpiciunt. -Negativaruth naturam 
primus perſpexiſſe videtur acutiſſimus Carte/ius, qui primus 
harum uſum in analyſin & geometriam introduxit. 


32. Ex binis radicibus affirmativis tertiæ formulæ, haud 
raro contingit quod una tantum quæſtioni unde elicitur 
ſolvendæ reſpondet; nam quadratum & — px p ambi- 
gue pariet radix x — 1 vel 15 — x, prout x fit major vel 
minor quam 15. Unde ex binis valoribus per extractio- 
nem prodeuntibus major, ſcilicet 1% + Viz*—9 deſigna- 
bit x in priore caſu, minor 25 — Vi? in poſteriore. 


(. #7. )- 
n quæſtione ad hujuſmodi æquationem perdu- - 
cente, ſæpe ex profeſſo vel tacite, definitur quanta fit x re- 


ſpectu 25. 


33. Radites impoſſibiles propriè nec ſunt” affirmativæ 
neque negative, licet ſub utraque forma deliteſcunt. In- 
dicant profecto, quæſtiones unde naſcuntur ſolutionem 
prorſus reſpuere... Et dari quidem radices ſæpe impoſſi- 
biles æquum eſt, ne caſus problematum, qui ſæpe im 
poſſibiles ſunt, exhibeant poſſibiles. 


Hzc omnia de quadraticis abſtracte jam poſita, ex pro- 
blematum inſequentium ſolutione luculentius patebunt. 


: P R O B. 12. 


34. Vir quidam nummos a in mercaturam impendit, quum vero 
hic non ſuccederet, ſe expedire cupit ſub fine anni primi; at oc. 
cgſione non oblatd, ſolvi nequit niſi ſub fine anni ſecundi : quo 
| tempore, ex nummis poſt primi anni jafturam redeuntibus deperit 
b. Qꝛuæœritun damnum ejus pro. fingulis 4,100 quotannis. 


Deſignante x damnum quæſitum, devenrum erat & 15, 


E 


. 5 / ' - ; 0 0 - i 
ad æquationem à * 1 — = a x 1 —-—- —6, quæ con- 


cinnando prodit x* — 100x = — 10000 >. Et complendo 


quadratum, ſecundum. Regulam g 29, crit & — 100x - 


FM +7 a 
+2500 == 2500 — 10000 —== 2500 K 12 et ex = 


; 8 8 a 2 ITY ; a e * 2 r : 
tracta radice quadratica, » — 50 = + 50 N ©, adeo-- 


que x 50+ 50 Vi — 
E. 


LW) 
Ex. 1 Sit bad ain ratione 1 all 4; ſeu 6 ad 25; 
erit == et Vi—* = Vi=F= 4. Adeoque x 50 7 
Fo * 4 = 60 vel 40. Ex his vero uterque quæſtionem ſolvet. 
Nam fi ſumatur » ='60 per cent. poſito quod a ſit {100000, 
ſecundum proportionem allatam debet eſſe b-= £ 24000. 
Cæterum mercatorts damnum 'fab fine anni primi prodit 
£60000, reſiduum igitur fit £40000: ex quo.b ſeu dam 
num ſab fine anni ſecundi, prodit £24000, ut æquum et. 
Et ſi æ 4oper cent. erit damnum ſſub fine anni primi i 40;000 
et xeſiduum o, ooo: adeoque b = £24,000, ut antea. 
2, Sit 5 ad à in ratione 1 ad 4; evaneſcente jam ＋ 50 


V — 8 predit unicus valor x, ſcil; 50, qui quæſtioni 


ſolvendæ reſpondet; ut conſtat. 3%. Sit 4 ad à in ra- 
tione 1 ad 3; prodibit x = 50 ＋ 50 V=, uterque ſcil; 
valor « impoſſibilis. Quod indicio eſt hunc .queſtionis 
caſum neutiquam eſſe ſolvendum. LS: 


P R 0 B. II. 


35. Lapide in puteum decidente, ex Jono lapidis fundum 
percutientis, altitudinem putei cognoſcere. OG 


Sit-altitudo putei-x, et ſi lapis (neglectà aeris reſiſtentia) 
motu uniformiter accelerato deſcendat per ſpatium quodli- 
bet datum 2 (puta 16,122 pedum,) in tempore dato 3 
(unius ſeil; minuti ſecundi,) et ſonus, (cum percurrit 1142 
pedes in tempore unius minuti ſecundi motu uniformi) 
tranſeat per idem datum ſpatium à in tempore dato d, 
lapis deſcendet per ſpatium x in tempore RE » (nam ob 
tempora deſcenſus gravium ut radices ſpatiorum, erit hoc 
tempus ad tempus datum 5 ut V ad / ,) ſonus autem 


62 
qui fit a lapide in fundum putei impingente aſcendet per 
idem ſpatium w in tempore g. (Erit enim hoc tempus ad 


1 us datum a, ob motum ſani uniformem, ut ſpatium x 
21 a.) Ex horum temporum ſumma, conflatur 
rifpus a lapide demiſſo ad ſoni reditum. Hoc tempus ex 


1 bs , = 
obſervatione cognoſei poteſt: fir ipſum t, et erit LE 13 
* 5 DEE | ö 5 
== f.. Ac 33 Et N quadratis, wh 
== f* 2tdx d ID id . 
— 9 at - a* © 
dt a* 
Et inde ope formulæ III, 8 my cum Ne et — 
Ac 22 : . 4a*d 17 2}2Jt 244 
dum, evadet 3, == — —. 7 —g= — — 
a 55 ede. __ 2%þ3 
— 3 > . D FF. = 4 
— 


* Et V5. = 5 * CIOS Adeoque * 


ER V PF +38. Cæterum altitudo putei & duplex eſſe 
9 hanc _ exponet 'minor radix ſeu 'valor *, 
Hi % Hi. Nam tempora * et 
ex 8 Amul config t;rempus abſerxatione com- 


n, exit 5 rempus © = ſeorſim minus quam 7, ſive 


* minor quam 3 % quod in hoc caſu ita ſe habet. Liquet 
enim VI. Fadi eſſe majorem quam b; inge æqualem b + 6, 


ad- | . 4 | dt Pin] bb — 1 ob 
eritque x == * — 2 Fe = dard oh. — — — — Sug 


. 20 
36. Ex BMP. Sit tempus obſervatione ( compertum a la- 


pide demiſſo ad ſoni, reditum, quinque minutorum ſe- 
cundorum, ſeu t= 5“. Adeoque, cum à = ped. 16,122. 


.b—=1", et d propter analogiam =,014117"”. (nam ped, 


1142 ped. r 50141 17”) evadet adt = 16, 122 


* 5 X „0141 * „ 13907137. 1 - 8,061. e | CES 


= 46158,79. Erit quoque 55 Fa = 1,28234. VITA 
ab 
= 1,1324- 2% = 49448, 6556: 2% Vi. = 45804057. 


| 2 a+ ca#* © Coat i 8 
Et proinde, = — 24 V6 +44 = 354, 733 ped. , 


Altitudinem putei ww ſtatui ped. 354, 733. fic probare — 


lcet. Tempora 6 2 e per hy potheſin ſimul æquari 
debent 7 five quinque minutis ſecundis. Sed x 354,733. 
= — 22,0030. et. 2 id eſt, 5 EE = 4, 69. Eſt 888 


que de =. 5,00776. et I = 31". Et proinde b \ £21 1 _ 5 


= 4,69“. ＋ 31“. . 


of» | 
37. Alter valor x, allet 41 ＋ 4. Vr ali 


Catiofacit problematis caſui; cujus ea eſt conditio ut tempus 


obſervatione compertum fit exceſſus nee quo aſcendit 
ſonus ſupra tempus quo decidit lapis, ſeu © ＋ — b vs „ 


nam hæc æquatio, tranſponendo et e dabit 


* . ' 
2 =] - Ut. antea. AE? per reductionem 


adi + 206" 


— 3] 


| «( 21) 
38. In problematum phyſicorum reſolutione obſervan- 
dum eſt, quod concluſionum algebraicè elicitarum aucto- 
ritas, pendet ex principiorum phyſicorum quibus inni- 
tuntur certitudine et accuratione, tum ex ipſorum experi- 
mentorum fide. Sic in hac ſolutione minus accurata pro- 
dit concluſio, 1“. ex eo quod negligitur aeris reſiſtentia, 
qui gravia cadendo notabiliter retardantur; 2%. quod 
valores a et d vix forſan accurate determinandi ene; et 
35. quod in ipſum #7 parvus error, unius ſemiſecundi 
ſaltem, irrepere poteſt; verum hoc errorem haud contem 
nendum in concluſionent indueet.- 


Pt G kk 1 


39. Invenire punctum equalis attractionis inter duos planetss 

fitum, quorum innoteſeit diſtantia ab invicem, et ratio maſſarum. 
Sit 4 diſtantia lunz a tellure, x diſtantia puncti quæſiti 

a- luna, erit hujus diſtantia a tellure /— x. Et quoniam 


harum attractiones quibuſcunque diſtantiis ſunt ut maſſæ 
tet ] directe, et quadrata diſtantiarum ien! erit at. 


ft 
tractio telluris ut puta, e autem ut 7; 85 Auen hic 


72 7 
poſita attractionum æqualitate, erit ae Br concin- 
„ 7 a9 | „„ 
nando, x* ＋ 7 = * i. Et collatis hujus terminis 
| dl d 4 21 
cum formula I. erit == 1 Tr hl * 
| d*lt. 42 2 — 
= U =, tHe: Et VIP. wy — Vi. ade 
— di+dy/Ti 


que x = dee ee 
* ny; 


(22) 


Horum valorum x, affirmativus — malt — e queſtionem | 


ſolver : negativus vero — 5 127 ad alterum quoddam | 


punctum æqualis . rl lunam ſitum reſpicit; 
ut ex eo conſtat, quod fi quæratur alterum punctum iſtud, 
diſtantiis jam deſignatis per x et 4 x, habebitur zquatio 


t l di dN“ . 
rh = 7 Et per reductionem, . idem 


f ſcilicet geminus valor x ut antea, at contrariis ſignis af- 
fetus: quorum affirmativus hunc caſum ſolvet, negativus 
ad priorem refertur. . 


40. Et quidem binos valores x in utroque caſu diverſa 


ſortiri ſigna æquum eſt „ quam duo hæc puncta zqualis 

attractionis ad plagas '/unz oppoſitas ſiſtantur. Verùm 

poſito quod x fit diſtantia puncti - a tellure, erit d—x 
[ 


diſtantia ejuſdem a luna. Adeoque 5 * (=) unde per 


eee prodit & = = 74 
a affirmativus, ut oportet; quum ad candem plagam, reſpectu 
telluris, bina attractionis æqualis puncta ſiſtantur. Hinc 
liquet, quod quantitates affirmativæ et negativæ, concep- 
tibus noſtris tantum diſcrepantes, in rerum naturà æque 
reales ſunt habendæ. Ex his autem valoribus, minor 
dt — dy/lt IT 
t— 


. uterque jam valor x 


quæſtionem ſolvet. Sit enim 4 = 60 ſemidia- 


metris telluris, et ? ad / in ratione 40 ad 1 circiter; evadet 


2400 — 379,464 oe 
yo 1,8 


diſtantia puncti quæſiti a tellure, = 


ſeu 52 ſemidiam. telluris fere, et diſtantia alterius puncti 


2400 + 379, 464 
prodibit — * — = 72 ſemidiam. fere. 
2 * 


n 


1 
*. 
* 


2 pans WW ä ——— —— 5 — 
OST ̃— — ont, —— wʒcůé —— — * 
IP 7 OT = — BE 2 S r I FRI — IER ns 8 1 
x . + 8 TRIS be LY IN 8 2 1 n 4 48 RI ; 
* * 


0, 


41. Reductio æquationis > = 17 — _ aliter inltitul poren. 


"Nam extracta radice quadratica erit "AY == HET, Et concin- 


+dV/T 


nando, =. ſeu moltphendo numeratorem et 


. v7 — . prodit e ut antea VE, 


T0 *.10 
42. Refiam datam in extrema ot media proportione ſecare. 


Sit rectæ datz a ſegmentum majus x, erit ſegmentum 
minus a — x, adeoque per quæſtionem, x* =a Xa—x = 


Da + 4. Et per reduCtionem, = —+a TN. Alter 
valor x qui prodit negati vus, ſcil; — 4 - Vi diverſo 


problematis caſui reſpondet, nempe, Rectam datam in extrema 


el media proportione producere. Hoe eſt, ita ut quadratum 


augmenti x fit æquale rectangulo ſub a et 4 + & contentoʒ 
five x* = ax + a*, Quæ per reductionem dabit eoſdem 


valores x, at contrariis ſignis affectos: ex his autem, 1 a + 


+a? hunc quæſtionis caſum ſolver. 
8 P *. 94 B. V. 


43. Mercatores Act B pro mercibus per annum venumdatlis, 
eandam ſummam £2112 recipiunt; verùm A lucrando 2 per 
cent. plus quam B, nummos ſuos adauget incremento {100 per 
annum plus quam B. Queritur wtrinſque ee per cent. a 
.tokum ulriufque lucrum per annum. | | 


C 


a 


( 4 ) 
Sit » Iuerum ferent. mercatoris A, eritque propter ana- 


logiam, (ut 100+x, reditus pro £100 impenſis, ad x; ita 


2112x 


2112, reditus totus per annum ad) 70077 totum lucrum mer- 


catoris A per annum. Et ſimiliter, (98 + *: x — 2 :: 21127) 
2112x— 4224 | | | = 
= totum lucrum B per anuum. Adeoque per quay 


2112x 2112 x— 4224 


# 


ſtionem, 757; — sf = 100. Et concinnando, . 


„ — 198 x — 5576. Et per reductionem, ==— 994765. 


Prodeunte 1gitur utroque valore negativo, colligere licet x 
in hoc caſu deſignare non lucrum ſed damnum, et quæſtio- 


nem aliter eſſe efferendam. Scilicet, 


44. Mercatores A et B pro mercibus, &c. eandem ſummam 
£2112 recipiunt. Verim A, amittendo 2 per cent. minus quam B, 


amittit {100 per annum minus quam B. Queritur utriuſque - 


damnum per cent. el tolum utriuſque damnum per annum. 


Deſignante jam x damnum per cent. mercatoris 4, erit 


21124 


(ioo - & 2112 :) 75. totum damnum A per aunum. 


| "1 200 | 2112 E 4224 
Et ſimiliter, (98 — * * + 2 2112 :) —=—; * totum 


| 8 a 2112 ＋422 
damnum B per annum. Sed per quæſtionem, 58 TE Y 


2112x. 
— __ — 
100 — 


= 100.. Et concinnando, & = 198x— 5576. Et per 


reductionem,..x = 99 +65. Horum valorum x affirmative 


jam prodeuntium, minor ſcil; 99 — 65 = 34, quzſtionem 
ſolvet. Erit enim. damnum 4, £34 fer cent. et totum 


2112 X34 _ £1088. Eritque dam 


damnum ejus per annum s 


num B, £36 per cent. et totum ejus damnum per annum 


2112 X 34 +4224 | 
e 7 = 11188. 


7 on. „*** 


„ 

Alter valor x, ſcil; 99 + 65 = 164, utpote maj ar quam | 
100, damnum pro fingulis £100 impeènſis deſignare nequit, : 
verum caſui inſequenti ſolvendo reſpondet. 


45. Mercatorum A et B lucrum per annum nummos ab utro= 
que in mercaturam impenſos excedit ſummd £2112. At A quum 1 
lucratus fit 2 per cent. minus quam B, lucratur £100 per | Y 
annum plus quam B. Quaritur utriuſque lucrum Fer cent. 
et totum utriuſque lucrum per annum. 


Deſignante x lucrum per cent. mercatoris 4, erit, 5 


21124 
(x 100: *:: 2112 718 totum lucrum A per « annum. 


— 2466 ode 22 
Et ſimiliter, x — 98 ++ 2:32 2413 ). 2 = totum lu- 


2112 


cram. B fer annum. Sed per quæſtionem, 1e 


2112 x +4224 
x 98 


== 100. Et concinnando, — 1 98 9 F 576, ur 


antea. Adeoque per reductionem, x = 164. Erit igitur lu- | 
| crum A per cent. { 164, et totum lucrum ejus per unnum LL 


2112 X164 

[ e =£5412. Et lucrum. B per cent. £166, et totum 

| ey ; | 2112-X 164+ 4224 - | | | 

| lucrum ejus per annum — GG - ca. 8 . = 


SO N 0% OE | 


Pe Numerum 10 ita in duas Aw dividere, ut produfttin 7 
ex partibus in ſe duttts conficiat 30. 


* 


Sit » una pars, alteram deſignabit 10 — „, eritque- | | 
* X 10—x = 30, et per reductionem, x =5 © V5. U 


A | 3 


6260 

terque igitur prodit valor * impoſſibilis: et jure quidem, 
nam conditio ut factum ſub partibus conficiat 30, eſt im- 
poſſibilis, cum factum maximum (ubi ſcilicet partes inter 
ſe æquantur) ſit 25. | = 
Deſignante enim in genere d dimidium quantitatis datæ, 
ſit una pars d + y, alteram deſignabit 4— y. Sed harum 
productum J = = A - fit maximum, ut con- 
ſtat, ubi evaneſcente y* deſignatur tantum per 4. Quod 
ex Euclid. lib. 2, prop. 5, quoque conſtat. 5 
47. Hoc problema (et ſimilia) verſione in ſermonem 
Algebraicum paulum immutatà, ad puram quadraticam 
facile redigere licet. Sit enim pars major 5 + 5, minorem 
deſignabit 5 - 5. Adeoque erit 5Fy X 5—y = 30. Sive, 
25 —y*= 30. Adeoque y*=— 5. Seu y=+ vV=; 
uterque valor impoſſibilis ut antea. | 


D REDUCTIONE ZAQUATIONUM QUZ ORDINI 
QUADRATICARUM ADSCRIBENDE SUNT. 


48. Æquationes parium dimenſionum forme x *. p. g. 
(ubi duos tantum terminos ingreditur incognita quantitas, 
et index termini altiſſimi ſit duplus ſecundi) juxta legem 
quadraticarum, ad puras dimenſionis dimidiatæ ſunt de- 
primendæ; quas poſtea, ſi index x ſit integer per evolutio- 
nem, ſi fractus per involutionem reſolvere licet. Nam 


** = , px". ꝙ extracta radice quadratica, prodit x” . 47 


+ V 1p* .g adeoque, * = V. ip TV. 55.9. Problemata ſe- 
quentia hujuſmodi æquationes pariunt. | 


(n) 
5 R O B. I. 


49. Invenire duos numero quorum produttun . 100, et 
di * radicum . 3: 


Sit minor x, majorem agb © —_— 2, Adeoque erit = 2 
n five concinnando, * 2 — 3V=+ 10. et per 
3 reductionem, Vs = — —__ 7 2 2 vel — 5. Et per invo- 


lutionem, x = 4 ol 25. Erit itaque x in hoc caſu 4, et 
alter numerus 25: aut vice verſa, fi ſtatuatur x major 
-NUMETUS, ; 


P R O B. II. 
50.  Invenire duos numeros e  productum , fi 15 &f Footed 
-quadratorum 6. | 


Deſignante * unum numerum, alterum deſignabit —. J 
deoque erit * + 53 — =6. Seu concinnando, * = 6 


Et per reductionem, * 234 . Et radice ata 
x = + VNN. Quadruplex nimirum prodit valor x, ſcil. 
+ VID, + VN, — NN,, vel — VI ex 
quibus duo poſteriores, cum ſint iidem ac priores ſed con- 
trariis ſignis affecti, utplurimum negliguntur. Quod in 
ſequentibus * obſervandum. Ex valoribus autem 


—— — — ee EE —ä— — —— n - —- A w 


EI 


6.8) 
receptis uterque ſolvet problema. Page VIV = Views: 


= 2,414. Adeoque, erit * = 5,828. - 2 , 171. Et ho- 


rum ſumma prodit 5,999, ſeu 6 quamproxime. Sic quo- - 
que alter valor. x,, Vñ d problema ſolvet quamproxime. 


P. R O B. III. 


51. Invenire duos numeros, quorum quadrata femul conficiant 
8V2, et quadratorum produftum fit 8. 


Sit x* quadratum unius numeri, erit 8 V2 — & quadra- | 
tum alterius, adeoque x* * = = 8. Seu concin- 
nando, x* = 8'V/2 * — 8. Et per reductionem, x N . 
＋ V4. Et radice iterum extracta, x VVA V. 

Haud ſecus in ſpeciebus, * =(2gb + 4f*) K - S -. 
per reductionem, prodit x* = gh '+ 27 + Vafigh + 4f/+ 
Et extracta radice, x = V/gb + 2F*+2f Va 47+. 


Aliquando radices quadraticæ hujuſmodi-:quantitatumns 
ex radicalibus aut ex integris et radicalibus ad invicem in- 
commenſurabilibus compoſitarum, accurate deſignari poſ- 
ſunt per ſimpliciores quantitates radicales; ope regulæ in- 
ſequentis, quam ex Bombellio expreſſit Næuionus. 


52. Def 1 A qnantitatis altcujus partem majorem, B Par- 
VAI 


tem minorem et erit quadratum OE Fhrtis ra- 


= ow of n — 
dicts ; xo © < quadratum. partis minoris, que quidem. 


majori adnectenda gſt cum ſigno ifpfius B. 4 V= DEE —5 


+ Va5 — radix 8 


, 1 5 8 ECD 2 * I. > 1 ms . Naa n — 
.* tho 


(6 29. * 
Sit enim q ar K & quantitas aliqua cujus radix 
ves TV extrahenda eſt. Deligner A partem ejus majorem 
y+2,etB parrert minorem 2 jz * *, quo VA ＋ fit poſſibilis. 
Quadrando, erit 3˙＋ 23 * + A, et 452=Þ*; Et ſub- 
duoendo poſtericrem, * Z 24-3? Ar-. Et extracta 


radice, A A. | Adeoque, r ſeu 2y=A + 


2 py ; iF, Pp 
Vl TFF E Itemque ETSY N 1er N ſeu - 


P i 


2 = of VEE et 8 x . Adeoque V+ 
72 1 JE — — 5 : == | 


Ut F 8 z+ 2 + 8 Fg . eſt, ſcribe 3 | 
Pro A et V pro 5, * VAL B= Fe Et quadratai 5 
partir radicis l DIVE + pra INE 


abt + 5 "xs ITY 1. Ergo radix eſt 1 + Vx. Hzc' 
enim eltrands dabit 1 4 2 1 2 Vi= TW Eodem 
modo ſi de 1 + gf 2 V +8 radix extrahi debet, ſeri- | 


bendo 2f*.+ g pro A, et 27 We El 7 pro B, erit VN. 


== b. adeoque 43 YE; in = +g6 et e 


Ergo radix ipſa FT + VF" 4 + - gh. * Haud. ſecus, fi * quanti- 
tate impoſſibili 1 + 4 V—3radix fit extrahenda, poſito 4 = 1, 
4 wk. i, * T N 48, erit We nn 7. 


. C Sit quanzitatis alicuius. Jimidium Fre t pars major Mons e minor "Fa 1 

Sed rectangulum ſub partibus 4 IL + A= =d* —x*, et bis rectangulum 
24 - 2 x*, fit mints quam I + x; + dx: = 24? + 2x? quadrata partium -- 
_ Quode ex Enelig. Lid. 25 er. 4 5 quoque yolligere licet. 


H i: 


Cern 
Et quadrata partium radfeis, = — EY, * * 


Ergo, radix ipſa 2 © /—3- Rurſus, 6 habeatur 21. poſita 
AO. 3 22 Ni, © = — 4. exit VN Yo+4 


— Advoque radix — Ws * — 


Ne Porro, {ex 5 + hs 24 ex radicalibus ſolis con- 
flatz, radix extrahenda fir ; ponendo V3z pro A, et VA 
pro B, erit TA = * et inde quadratum majoris 


V VS 8 2 VS 
partis radicis ho = 6A N 2 * 1 Va 


VIS 18. Et * minoris, 2 — YE. _ * 2. Radix 


itaque eſt Vis + Vi. Denigne,f habeatur 6 n 
— v/24; penendo 6G π A et — VNA, fict, 
4. =44 + 12 Vs, B*=36 + 2 V288 8 = 36 + 12 , et 
vVA*—Bi= N, unde-quadratum majoris partis radicis erit 
SILLY =3 + Vs, atque illud minoris. 3, adeoque ra- 
40 pars major Y, hoe eſtut ſupra 1 + dg rn 
minor V/3. Et proinde radix ipſa 1 f w2— v3. 


53. Cæterum ubi plures ſunt hujuſmodi termini radicales 
ad invicem incommenſurabiles, excogitavit ſagaciſſimus 
Newtonus methodum citius inveniendi partes radicis ; divi- 
 dendo ſeiltcet faftum quarumvis tharum' radicalium per tertiam 
alipuam radicalem que producit quotum rationalem et imegrim, 
donec tot eruantur hujuſmodi quoti diverſi quot ſunt partes radicis 


quaſite. Nam drmittii quoti cujuſque radix erit pars radicis. 


Nam ſi tres habeantur hujuſmodi radicales, ſit radix. 
quæſita, Vx + V3 X- Ws 25 quadrando erit x 1542 ＋ 2 


* ) 
br” * * +2v4z=>4 B. At trium reftanguloram. 
unoquoque duas radieis partes continente, {i dividator fae- 
tum duorum quorumvis, tres utique radieis partes compre- 
hendentium, per tertium, duas itidem radicis partes continens, 


* 


en unam radicis partem — — Aeab | No A 5 
AK *, 2 2 2 = . et SENSE = 22. Ergo radix 


dimidii cujuſque quoti erit pars radicis quaſice. Sie, in 


; | exemplo noviſſimo LEE = = 2, VIXVE *= = tr * YES — 


26. Ergo partes radicis ſunt I, V2 25 V3 3» ut ſupra. 


1 35 1 


AA gen k — Eo attines queniam — 
duarum fignis ſimilibus utentium en afirmativum, fecus 
vero negativum : erunt partes radicis 1 et V quas continet 


Prima radicalis + V3 (= 2 Vy) ambz' affirmative, vel 
ambz negativæ; ſecundz autem radicalis — Vi (=—2V xz) 
partes, ſcil. 1 et „ contrariis affici debent ſignis. Radix 
igitur erit vel I + VZ - V, vel—1—vV2+VvV3. 


54- Si quatuor ſint hujuſmodi radicales, fitradix V 
+tyVy t vV=z. quadrando erit v T5 T 2 N + 2 
V 2 vez; T2 V +2 VN; T2 NN AA B. ex 15 
autem diverſis horum rectangulorum combinationibus quas 
inſtituere licet, tripliciter erui poteſt quæque radicis pars, 

unde duodecim prodibunt quoti rationales et integri: ſcil. 
2 NX 2 ; 2 NaN N 2X2 N 
2 V=y N "I "Ol | 2 Viz h 
11 4 en 5 
* = OY, vel &c. = 2x; et ſic deinceps. Tres autem qui 
ſuperſunt quoti evadent irrationales, quum facta jam reſ- 
rtantia, ſcil; 2 /e X 2 , 2 / * 2 H, Ct 2,/v2X2 N 


= 2; 


(KN 


utpote quæ omnes radicis partes continent, diviſorem in- 


ter reliqua rectangula ben nente Jus Ns rati - 


py eg pariet. er Her r 


"I 5. Ex dictis colligere licer, Weg radices hujuſmodi 
quantitatum vel ex integris et radicalibus; vel ex radicali- 
bus ſolis compoſitarum ope regulæ præfatæ quidem extra- 
here fas erit, ubi /A* b; exhibeat quantitatem rationalem 


et integram, vel ſi non, ubi radieales quas exhibent A ev 


VA*—B? extrahendo Wieguid eſt e ex parte radi- 


cali. conveniant. 


Huic parti, Appendicem 8 de 8 Ner- — 


remate Binomio, cujus uſus tam in involutione et evoluti one, 
W in omni oy Analyſeos. parte egregius. f ap 


3 2 


4 


* 


| „ 


De THEOREMATE BINOMIO. 


56. Præclarum hoc theorema, quod tentando & inductione 
extudit Newtonus, non niſi anno 1676 epiſtolis ad Oldenburg 
miſſis, cum Leibnitio communicandis, pateſecit ; licet hoc 
una cum præcipuis ſuis. inventis analyticis, ſaltem ante 
peſtem Londinenſem anno 1665 ingruentem, ei innotuiſſe ex 
iſtis conſtat. Suſpicabatur nimirum vir egregius, haud 
minus modeſtia quam ingenio inſignis, inventa hæcce ſua, 
aut aliis perſpecta jam eſſe, aut ſaltem fore, prius quam 
ipſe ætatem ſcribendo parem attigerit *®. Natus eſt New- 
tonus anno 1042. | | | WED 


57. Theorema Binomium ita profertur, 


rr ( NGG. 


| Sive, ſecundum formulam Newtonianam, , ' 


\ SP" e e. 


* —— © Abont that time the plague breaking out, oblige me to get 
% hence [from Cambridge] and think of ſomething .elſe. Notwithſtanding, I 1 
added to my other diſcoveries at that time, a certain conſtruction of Loga- 

« rithms deduced from the Area of the Hyperbolaz I am. aſhamed to 
tell to how many places of figures J carried theſe computations, having no 
«© other bufineſs at that time; Be pleaſed myſelf: too much with theſe diſco- | 
veries. But as ſoon as that ingenious performance of Nicolaus Mercator ap- 
% peared [ir the year 1668] I mean his Logarithmotechnid, (who, I doubt not, 
* firſt diſcovered. the things he publiſhed,) I began to cool a little upon thoſe 
«7 ber er that either he underſtood the extraction of roots as well as 
„ diviſion of fractions; or at leaſt, that others, upon the diſcovery of diviſion, 
Would find out the reſt, before I could be of a ſufficient age for writing.“ 
See his Letters to Oldenburg, Commerc. Epiſtol. Ne 48 and 55; or SlewarPs .'4 
Ruedrature of Curves, &c. p. 357. | 2 


1 


5 


propriis, ad mentem Johannis Landen, 


Qu) 


Ubi P + PQ defignat quantitatem quamlibet compoſitam, 


five binomiam five polynomiam, cujus radix quzvis, 


dimenſio quzvis, vel radix dimenſionis inveſtiganda eſt ; 
P, primum <us terminum ; Q, quotientem reliquorum 


terminorum per primum diviſorum, et proinde P, 


ſummam reliquorum five affirmativè five negative ponen- 


dam; =, numeralem indicem radicis vel dimenſionis 


P + PQ, five 1nteger fit, ſive fractus, ſive affir mar 


tivus five negativus: et in formula poſteriore, A, B. 


C, &c. terminos inter operandum inventos ; nempe A, 
5 4 n ; ; m . 
primum terminum P > ; B, ſecundum AQ; C, tertium 


— BQ, &c. Porro, eodem redeunt hz formulz, uti 
conferendo inter ſe terminos utriuſque homologos mani- 
feſtum eſt. Nam P— = Pe x 1; = AQ = Pe * —Q et 


fic deinceps. Utramque vero poſuimus, ex eo quod prior 
legem progreſſionis planius exhibendo, terminis ſeriei con- 


tinuandis, poſterior hiſce addendis aptior, ubi pro A, B, 


C, &c. ſubſtituuntur valores numerales quos ſortiuntur 


reſpective. 


58. Theorematis Binomii complures dantur aut dari po- 


nuntur demonſtrationes. Miſſis autem demonſtrationibus 
ex fluxionali computo hauſtis, ab opere elementario ni- 


mirum ablegandis; vel ex permutationum ſeu combi- 
nationum doctrina, non niſi prolixe elicitis: inveſtigatio- 
nem ejus breviter inſtituere libet, ex principiis algebræ 

Treatiſe on the Refi 
dual Analyſis. Cæterum neceſſe eſt ut præmittatur Theo- | 
rema, Lemmatis inſtar, a Landeno abſque demonſtratione 


poſitum. | 


—— * P 2 . Fa 
— 2 6— ————— —— - -— — —— — — . — — - * . - 31 
4 ; . 4 


(a5) 
Luna. | 


Dab m et n, numeros quoſlibet 3 integros, ak, 


1 ; - 1 1 ＋ £ + 2 Ns 5 
po = qo 2 2 77. We ; 5 7 8 #4 WE. 3 
„ = : = "L + 7 7 7 3 


Pp 


Nam reſolvendo in factores ſuos, fier, 


t tt 


EE 8 $f. five, multiplicando nu- 


-meratorem et denominatorem eadem quantitate þ — 1 „ eu- 


jus index m indicis utriuſque 7 — er 1, debet eſſe multiplus, 


Ss © 44 4 


* 
* — \ 4 1 * _ * 
„ 


63600 


8 1—Ff dividatur per NN et F bs, 


611 Ie #4 10 215 i! 5 


3 > Ver, 


1 +5 +1 +if + 6 . i =3 _ ad m terminos. 


— 
— 


Itemque, 


1 
x i F 
2.4 # $8 20S 


e. = uſque ad n terminos. 
5 W 


= 
He; n 


1 Erze, 
1 +L &c. 222 — m. 
1 


Cn 


— 14 Ha "2" SS + Ty ; 


Hoc Theoremate demonſtrato, ipſius Theorematis Bi- 
nomii inveſtigationem expedire jam licet, . 


* — 


"CM ) 


THEOREMATIS BINOMII INVESTIGATIO. 


59. Quoniam (P+PQ )*=P* x(1+Q )". inveſtiganda 
eſt ſeries quantitati (z% ) æqualis. Aſſumatur igitur 
huic æquipollere ſeriem 1 +: aQ + bQ* + ＋ , &c. 
Nec obſtat quo minus per hujuſmodi ſeriem, terminis ni- 
mirum integris indicibus perperuo creſcentibus, rite deſig- 


W 


netur (1 + * , cum termini ſucceſſivi intra juſtum va- 


lorem coerceri poſſint, fi modo coefficientes a, 6, c, ſorti- 
antur fractos. W IIs gratià, itaque, ſubſtituto x pro . 


Ponatur (1 + 3 =1 + ax + & + cx ＋ dx, &c. 

Et ſimiliter, aſſumptà, ad libitum, alia quantitate y, 

Erit (145) “ S ay 35 4 cy* + dy*, &c. 

Et ſubducendo poſteriorem a priore, 

(IT) — (1 ＋ )* == (ax - ay) + (bx*— by) + (cx? — cy) &C, 
Et dividendo pay (1 + x) — (1 +3) = x—y, 

A —(149) -r. Se 


(a+) — (1+9) 57% > tian 
Sive, per Lemma g , ſubſtituendo i+x prop; et I+y Pro 75 


Lemma 5 abſque demonſtratione pon 
titulus, I Diſcourſe concerning the Refidual A 
ſtar, antegreſſo opus ipſum The Refidual — 
inveſtigationem ejus aliter inſtituit auctor, pag. 6. 
copia non fuit. 


1758. ſpeciminis in- 
o 1764 impreſſum ; ubi 
erùm hujus mihi antehac 


R 


6869 
(+ #2 is (= 3 + (59) 1 


(7 = X= dene * 4 14 = Bo: 1 
HEL e e. 
Sa ＋ 50 e . &c. 


-” 
Sed falva æquatione, variari poteſt y ad li itum; fiat 


igitur x = x, et fingulis terminis tam rmumeratoris - 


* C 


1 + 1 7 &c. quam denominatoris 1 + (- 22) "I per 


dis, exponet n ſummam unitarum in 


unitatem jam deſign 
mam unitatum in denominatore, et 


e ee et 1 

proinde © totius ſeri 
5 

S 


valorem. Hinc erit, 


ks: L 


— —1 
_ (1 + of =@+ 4 + cx + 44x* Ke. 


Et multiplicando per 1 + x, erit, 


= X (1 + »)o five, 
L * (1+ ax + but &c. live, 
— 5 ig = ar +7 = ba &e. = + , pan 227 & c. 


Collatis 3 igitur villas hin, inde homologis, ſcil. + = a; 


= ox = (25+0) x; &c. eruentur coefficientes, 


— * ene es ier 


32 n 26 34 


Ye. 


S 
( 39 ) 


Reſtituto j jam Q pro x; et ſubſtitutis his valoribus a, , b, 21 
&c. in ſeriem 1 + 4 Q + TY CC. ma ip 


144 1+5.Q.+.=.- 
; Et proinde, 


ETO pats Dre x (1 + — =Q. += _ 


— 


= be. Gwe; = Pe 


Hinc quoque, erit, 


n, 


mutatis ſcilicet ſignis terminorum alternorum a ſecundo- 
incipientium, quos ingrediuntur 1 impares dimenſiones quan- ; 
titatis jam negative Q. 


Cox. I. Creſcente indice Q communi differemtia L in ter- 
minis ſucceſſivis, pariter decreſcit index P, ts ut ſumma 
indicum utriuſque ſingulis in terminis evadat =; cum 8 


revera ſit fractio cujus denominator eſt P. Et quo melius 
forſan conſtet ratio decrementi indicis P, formula inſe- 
quente ene utplurimum efferunt recentiores, 


(+9) =p + Ip bi Kc. 
Ubi deſignat p, primum terminum ; ſummam reliquorum. 


1 


5 8 
Nam (p+g)* b N (1 In 


| # m | « | : f * | * 
Cor. II. Si index > fit integer et affirmativus, termi- 


nabitur ſeries dimenſionem quæſitam deſignans; fi non, 
excurret in infinitum. 


| EP EO. 5 3 | 
Nam ſi y fit integer et poſitivus, ſcil. + =m; (evadente 


Jam = 1.) progreſſio numeratorum m, m — 1, n — 2, 
M— 3, &c. terminis continuatis per m - m o, neceſſario 
tranſibit, qui 4dcirco iſtum terminum cujus compoſitionem 
ingreditur, deſtruet; at hoc termino evaneſcente, evaneſ- 
cent ꝗquoque ſequentes inde conflati, adeoque rumpetur 
ſeries. Numerus autem terminorum in hoc caſu erit m + 1, 
cum progreſſio m, m— 1, &e. non niſi a ſecundo ſeriei ter- 
mino auſpicatur, exiſtente unitate primi termini coefficiente. 
A m „ — r 0 

91 i fit integer et negativus, ſcil. - -n; erit —m— i 
magis negativus, et adhuc magis — mn — 2; adeoque longius 
a nihilo recedentibus terminis ſequentibus, progreſſio — m, 
—m—1, —m—2, &c. per nihilum tranſire nequit, adeo- 
que in infinitum excurret ſeries. Hoc quoque ita ſe habe- 


5 _— 1 js 3 
bit, ſi > ſit fractus; nam ſi affirmative ponatur, prope ni- 


hilum ſed non per nihilum tranſibit progreſſio 5 , _ now By 


&c. Ex. gr. ſi = =+; erit — —  =—Z; = 2 == 


3, &c. ſi negative, longius ut antea, a nihilo recedent ter- 
mini ſucceſſivi. 


19 
50. Hujus theorematis ope, quanitatis eujuſlibet compo- 
fitz fimplices poteſtates eliciuntur. Ut W eee qua- 


| dratum a ++ five a+7* erit P=a; EY m=2; n=1. 
„ B S AU) U 


2 — 2 8 
0 D — — — C0 =o, cum 
factor - —2=2— 2 = 0. 3 termino tertio termi- 
Able ſeries, eritque a+F D a 2456 ＋ . Eſt quoque 
o+b = 41 + 5.0% + 10 4b. + 10 a? 8) + $ab* + ©. Nam P 
Da, D m Sg ue 1. Adeoque, A(=P Po F = 3 


B (=2Z N=" C=10 407 D=100'#; E=x 
abt; F=#.ex G Oe. 


61. Eodem modo can radices aut quantitatis 
ipſius aut quarumlibet ejus dimenſionum. Ut ſi quæratur 


radix quadratica a. 246 5* five a* + 55 erit P > 


77 cl | 
. 


adeoque A 15 * 2 


C(=* 


„ n ; A = 23 adeoque, 


0 — 30 J= — 2 = ; 
D(= . N= * 41 r Kc. — 
£ (= 7 DQ)= TY | — be. 55 


& | 
( + 28b +b5)+ 


= +5 * * 


” us 


2 


( 42 ) 
Erit igitur 2 + 6 radix quæſita, reliquis termitis ſeſe 
deſtruentibus, ut æquum eſt, fi ſeries in infinitum conti- 
nuatur. Atque hac methoda, radices omnium quanti- 
tatum perfectas poteſtates referentium extrahendæ ſunt 
accurate, aliarum vero quamproxime. Sic radix de 0 


7 
cubica 6 ＋ , 8 bree e 4 = « _ 
23 2 40% 5 — 2 2* 

= 25 c ut t patebir ubſtituendo co pro P; 
1 i . 2 4 — NS DEER f 


7 oy Q; 1 bro m; et 5 pro. 1. . enim A * c. 


Ann 


: B = = RN Sc. Potuit quoque ſeries 6 inverſo inſtitui, : 
| — 9 reer 24 42g 3 iD 
et tunc foret = —* + Fx” + 25 + Kc. 
. 4 


Prior modus eligendus eſt, fi c ſit major quam 1 ; poſterior 8 
ſi contra, ut convergat ſeries: et quo minor Q quam 3 
ed citius converget ſeries, ſive paucioribus terminis ad- 
hibitis exponetur tota quamproxime. Poſito enim quod Q. 
evaneſcat, primus _ terminus A totam deſignabit, 


evaneſcentibus ſecundo = AQ, et reliquis inde ies et 


proinde qud minor ſie Q eo minor primo termino evadet 

ſecundus; et ſeounflo tertius, &c. Itemque radix cubica ex 
7 3 

thee 


bi-quadrito a + 6 ſive (a + 505 evadit a3 + 


62 63 | 
55 — Hof + &c. Nel F.. Q == n = 4. n= 3. 


Adcogue, A (= P.) = gf Rc. 


W275 » 
6. — ſice ſimplek feritz fee per poter⸗ 


tates aut N radicales, ope hujus theorematis per- 
ficitue, - Vt ſi + (hoc eſt : five JF: © 7) in fe- 


riem A ORR e reſolvenda ſit; erit P d. 
224 ; 2 — I's n= 1. Zh tit N= Pr) 4 | ED 
* 4 . XS = Et le 


5 ns _— 
or 3 5 F 1 5 | 0 
7 1 a7 | I e 
72 + & i I | 
| ID 
Sic et ==; Gr TY hoc et, N diviſa ter per 4 + , vel ſemel 
OE; 3e Ge? 
per cubum eius, vel Ne * Ie s LN X 7 . 
10e N | 
— E c. o 20927 
= i a 4.7 i 8 
Iv : N 2 1 4 2 * 1 a 85 
Sic ===; hoc. eſt, N *. N ” NR ＋ Ho 
240 445 N 
; 997.) J3s 157 Len ini The 8 4 f 754 . 
n = 3: Adeoque, A rr A 3 oa} =: 1 eee 5 


Iinp e 8 10 J bon 
Ne —* ET 5 OT "oe 
Itemque, Vac F _ . 


— 
5 


x* © Ho 
— K 
c 


e — 


| ( 44 ) | 
five compendii gratia, anime a pro et bj pro Dee + . 
evadit factor Por, -A T 6 5 n ei un 95.4; 
3% . : 43,6 


a? ba 2 : -- 3 
0 +: = =4 1 75 | 7 — &. 


Er poſterior, | ibmvilolot E ibi NEE! LH i eri! 
1 TE I «2? gx* - f 
ET) er n 18 * ke. 
7 | | Adeoque, | A 
1 yo | | $995 X 4 2 ? 3 2 32 ; 3328 
N (4 N - ˙ 7 = : x err rs 
| | . 
| J 2a 4a? 16a 1 Th 
4 * can” * 
«+ 8a? + 16a* &c. 
| l W 
+ 2 + &c. 
L 16a? 
—— ga*Þ29b —b2 555 
= 1 ＋ go TORT Kc. 


Adeoque reſtituendo c pro a et r c pro, evadit, 


4 ne CE 2 T — _ x2 ; 41 ˙ * — 74 
G ed as X (ct ) = UE ws IT: ** 


. . 

63. Per eandem regulam, in numeris perinde ac in ſpe- 
ciebus geneſis poteſtatum, diviſio per poteſtates aut per 
quantitates radicales, et præſertim extractio radicum altio- 
rum commode inſtituuntur. Nam quiſque numerus ex 
partibus componi concipiatur, adeoque in binomium æqui- 
pollentem reſolvi poteſt. 5 


„ \# 


— 


4 
64. Ut f. defidererur quinta a numeri 6, reſolva- 


tur 6 in partes 1 et 5, eritque 2 = 7776. Sit enim 
P=1, Q= 57 29 = exiy 


A = P* == T 

B Y AQ = 255 

2 — BQ = 250 
2. — 


Potuit ſeries ordine inverſo inſtitui, ponendo P — 4 
Q = = et idem, ut æquum eſt, prodiret valor. Potuit 
quoque 6 in alias partes reſolvi, 4 et 2; 3 et 3; 11 et 
— 5, &c. cæterum facillima . involutio ubi P ſit 
unitas. | 
5 
6 5. At ſi quæratur radix . 6, reſolvendus eſt 6 


in partes 4 et 2; prior enim debet eſſe numerus quadratus 
uo rationalis evadet primus ſeriei terminus, alter autem 


M 


* 


( 46 ) 


major quo convergat ſeries. Sit itaque P == 4, Q = x 


e Prog eritque, & (= P.) = 2, B=TAQ) 


= _ , C (= 5 = — = &c. nn aggrega- 
tum duorum terminorum 2 + f radicem fere deſignabit; 


Jy | | wt : 
nam quadratum hujus ſeu 2 eſt 5 == 6 =, trium vero 2 + 


39 : ; 
— 16 = 16, Propius; nam hujus quadratum = 456 


= 6 — ts, Et ſic plurium terminorum additione adhuc 


propius radicem eruere liceret. Præſtat autem de novo ſe- 
riem citius convergentem 1 ee 6 in partes 


25 84 25 ; . 
1 . Deſignante enim P - © bo, es OH 
3 13 2 F = 
7, B — 0 &c. at * 20 Cujus quadratum g 3 


= 6 + 7553 400" Et 6 adhuc propius radicem eruere quæ- 
ramus, Haſtirui pore ſeries citiſſime convergens, reſolvendo 


6 in partes 5 et — 755 his enim pro P et PQ ſubſti- 


, | J 777 0 
tutis, evadet A = 2 B = — = at 20 —* 1960 1960 
7 23049601 I 


eujus quadratum prodit 381 = 6 + Jg 


Si deſideretur radix cubica 3, reſolvendus eſt 3 in partes 
duas quarum prior debet eſſe numerus cubicus, {cil. 8 et 


— 7, 1 enim P, 8; 2. — —3 . +; % 3, ent 


8 (47) 
A (= 5520 B (== AQ )=— * 12G (= 


2 . | 
= — 766» &c. Ceterum 2 — 5; — 86 = 7 6 


mEn * BY.) 


25 


3 
aliquantulum ſuperabit, nam hujus cubus fir 341 


Satius igitur foret ſeriem ab initio quæ citius convergeret 
condere, quzrendo radicem cubicam numeri 8 x 3 = 24, 
quæ duplo major prodibit radice cubica ternarii. Reſol- 
vatur itaque 24 in partes 27, et — 3, et ponendo P = 27, 


— — wo 
Q= - 95 erit A= 3, B — 9, &c. Cæterum erit 


+: k 33 . 
3— 97 2 5 radix cubica numeri 24 fere, adeoque hujus 


1 He 2197 
ſemiſſis 5 = V; fere, nam hujus cubus fit 2% = 3 
3 : 3 3 3 

729. Quamproxime autem eruetur radix ope ſeriei 
citiſime convergentis, iterum reſolvendo 3. in partes 
2197 PEERS : 3 22 | 

3 10 6581 1976300 
radicis 9 — 46 = 7563 cubus prodit 3 ＋ 55006081547” 


Si deſideretur radix quadrato-cubica numeri 33, reſol- 
vendus eſt 33 in partes quarum prior debet eſſe numerus 


quadrato- cubicus ſcilicet 32 et 1, deſignante enim P, 3a; 
| I 
15 2 m, 1; et n, 5. evadet A= 2, B = rote radicis 


„„ 161 1216801 
autem 2 + g = 5" quis dimenſio elt 33 + 5 


8 * 
* 
nn _ 


— 2 We 


4 
| 


ANALYSIS AQUATIONUM. 


PARS SECUNDA. 


DE EZQUATIONE FINALI EX DUABUS PLURIBUSVE MEDIITS 


_ ELICIENDA; 


66. Cum in alicujus problematis ſolutionem plures ha- 


bentur æquationes ſtatum quæſtionis comprehendentes, 
quarum unicuique plures etiam quantitates incognitæ in- 
volvuntur; æquationes iſtz, (duæ per vices fi modo fint 
plures duabus) ſunt ita connectendæ, ut una ex quantitati- 
bus incognitis per ſingulas operationes tollatur, et tandem 
emergat æquatio in qua unica manebit quantitas incog- 
nita, ſi tot ſunt quantitates incognitæ quot habentur æ- 
quationes; ut in problematis determinatis ſolet. Sin quan- 
titates incognitæ ſint una plures quam æquationes haben- 
tur, tum in æquatione ultimo reſultante duæ manebunt 
quantitates incognitæ; ſi duabus plures, &c. manebunt 
tres; et fic deinceps: ut in problematis indeterminatis. 
Nam ſciendum eſt, quod per quamlibet æquationem una 
quantitas incognita tollatur. 


67. Quemadmodum Si guarantur duo numeri x et y 
quorum ſumma fit a et differentia d. Erit x + y =a et x —y 
= 4. Adeoque addendo zqualia zqualibus 2x =a + 4. 


et x i + id. Sive, demendo æqualia ab æqualibus 

. | 2 — 4 5: 3 1 85 
a det y = ——. Sic quoque, habitis æquatio 
bu — þ3 az | 3 yet 

nibus ax - et x = . multiplicando n 

ab — ab*z 
82 — bz 


N 


RJ 


1 prodibit ax* = 


> 


= ab* five & = 5. 


* 


( 50 ) 

Czterum rarò ita contexuntur æquationes ut exterminati- 
onem tam facilem et expeditam patiantur quantitates in- 
cognitz quas involvunt, præſertim fi fint altiorum dimen- 
ſionum. Poſſunt etiam duz vel plures quantitates incog- 
nitz per duas tantum æquationes fortafſe tolli. Ut ſi fit 

ax — by = ab — as, et bx + by = 6 + az; tum zquali-- 
bus ad æqualia additis prodibit ax + bx = ab +. 6*, exter- 
' minatis utriſque y et: adeoque x 6b. Sed ejuſmodi 
caſus vel arguunt vitium aliquod in ſtatuꝰ quzſtionis latere, . 
vel calculum erroneum eſſe aut non ſatis. artificioſum. 
Modus autem quo una quantitas incognita per — 
æquationes tollatur ex ſequentibus [any | 


DE UNICA INCOGNITA QUANTITATE E DUABUS K- 
TIONIBUS TOLLENDA. 


68. Rrs. I. Cum quantitas tollenda oft unius tantum dimenſe- EN 


ons in utraque aquatione ; valor ejus uterque, per regulas jam 
ante traditas quarendus ęſt, & alter valor flatuendus alter: 


Hoe idem quoque perficitur (et plerumque facilius) * 
ducendo alterutrum valorem quantitatis incognitæ ab altero, et 
ponendo reſiduum æquale nibilo. 


69. Reo. II. Cum quantitas tollenda unius exiflir 23 Fonts - 
in una æquatione, et duarum Pluriumve i in allera; quarendus et 


valor ejus in priore, & pro fe in alteram ſubſittuendus. 


70. Reo. III. Cum quaniitas tollenda plurium in utraque 
_—_— dimenſſonum exiftit ; valor maximæ poteſtatis ejus in 
aque equatione quarendus eff, deinde, fi poteflates ifie non 

1 2 ke (et pat poteflatis majoris deprimi nequeat, adeo ut 
cvadat eju/dem — cum æquatione — Lots eftatis 


* 


. 
minoris multiplicanda eft per tollendam titatem, aut per ejus 
quadratum aut cubum, &c. ut ea evadat ejuſdem potgſtatis cum 
æquatione altera. Tum valores illarum potgflatum ponende ſunt 
æquales, et æquatio nova prodibit ubi maxima poigſtas five dimen- 


fro tollendæ quantitatis diminuitur. Et hans operationem iterando 


quantitas illa tandem auſcretur. 


71. Harum regularum generalia quædam exempla tra- 


demus, quz tanquam Formulas ad minuendum laborem 


uantitatis multarum dimenſionum e duabus æquationibus 
1 tollendz, abſque ſolutione commendat Newtonus. Analo- 
giz autem gratià a caſu ſimpliciſſimo ordiri hbet, quo me- 


lius conſtet creſcente quantitatis incognitæ dimenſione, 


quantum creſcit exterminandi labor. Porro, notandum 


eſt, literis initialibus a, 6, c, d, &c. in his formulis deſig- 
nari tum quantitates cognitas, tum quaſcunque poteſtates 


alterius cujuſdam quantitatis incognite. - 
FormvLa I. 
ax + b =o. 
fx +g=0. 


FormuLa II. 


ar + bx T o. 
| fs + 5 A 


per RO. II. Subſtituto —F pro æ in zquationem pri- 


orem, 


n ms rs 


Adevg. ag? A o. 
Sive, (/ — ag) (g) - o. 


, 
* 
2 
7 
N 


( 58 ) 
. II. 


. 
Fx ＋ g T = = Oo. | 
WES ns err 


Per Rad. Ill Erit, „ 
Adeoque, fag i 7 9K . 
. 

Adeoque, | | . 1 0 85 — . = 
7 e han Bf 55 207 3 
a — 


Adeoque, 2 F= _ 7 (= x) = FIAT 
Unde concinnando, et ordinando erit 
©h* — abgh — 2acfb : + bb — beg: + acg* + of = 
Et reſolvendo in factores Nezwtonianos, 

(ab — bg — 20% (ab): + 6,4) (5): ( of: O 


Idem quoque perfici Prone ſubſtituendo per Res. II. 


— f 
unum ex valoribus x, ſcilicer 57. 7 — A in alterutram æqua- 


ah — 25 


tionum propoſitarum, puta priorem, 1 ex a * U ag 


ah w_—_ . : . , 
+ b R — Fe - + c=0. concinnando et ordinando ear 


dem prodibit concluſio. 


7. Simili ratione, at calculo maxime laborioſo, quanti- 
tatem tollendam altiorum dimenſionum eliminare poſſi- 
mus. Verdm longe concinnius e exterminatio 
ope A inſequentis. Kay” 


( 
73. Res. IV. Multiplicetur viciſſim utraque equatio 2 
105 ens aut ad eundem reducta gradum, per coefficientem termini 
mi in altera, tum ſubducendo alterutram aquationem ab al- 
_ tolletur poteſtat maxima quantitatis incognitee, et emerget 


nova et depreſſior æquatio. Multiplicetur iterum viciſim utraque 
. æquatio per alterius terminum abjolutum ſeu ultimum, tum ub 


ducendo, fc. tolletur utriuſque terminus ultimus, et vide 240 in- 

ſuper per incognitam quantitatem alia emerget æquatio ad candem 
amenſionem depręſſa. Deinde, collatis his novis æquationibus, 
an n iterando tandem tolletur x. 


Ad normam hujus j jam expediamus ſolutionem Formule 
tertiæ, eritque 


af +bſx + of =o et abx- + bb& + ch = o. 

af + ags Tao M + gx +< =0. 
* (of —ag)x + abo (Hab) +(cg—bh =O. 
(bf — ag) (ef — ab) x + (ef ,, =o. 
(if — ag) (ef — ab) x + (bf —ag) (eg —bb) =o. 
e = e 

Sive, off — 2acfh + 4 — —beſg +67 + acg N 


. FORMULA IV. 


„„ + ox + d = 0. 
fx" + gx + 3 = *. 


* 4 ofiv + Þ + fs + of =O. 


5 afx* + agx + ahy „ 4-4 pet 
* (bf —ag) * + (cf —ab) x+df = =o. Sive abbreviandi gratia, . 
Ax + BX + of . = 0. 
O 


| ee, 


(6 ) 

. +B/e % . Abx* + Bhs + dfh =o. 
e 
#(B/—Ag) x+df Ab O. (df —Ab) x+(g—Bb* =o. 
-A (7 — Ab) x + (df* — Ah) it; =o. 
(Bf—Ag) (df — Ab) x+(Bf— Ag) (dfe—Bb)=0. 
* (df * —Ab/—(B/—Ag) (dfg —Bb) =o. five, 
d. — 2Adf*h + A. — Bdf'g + Bifb Adg.— ABR. = o. 

A Oy — ABgb = 


= Ad — 2Adfh — Ba + B*b + Adg- F i TR On 


Reſtitutis Jam bf — ag pro A, et cf— ah pro B, prodir, 


d, — 2bdf th + 3adfeh — cdf*g + la. adg? + cf ? 5 
a x4. + b. — abgh* — befgh + acg*h J T 


Sive ſecundum formulam Newtonianam, . 


e ee eee } be 
+ (b—d) (ag ): e e Fw 


FoxMuLA V. 
__ r + dx + e = O. 
| fo” +g# o. 
afx* + N + g + d + of . 
afx* + agx3 + ahx* =O. 


* (bf— ag; 4 + (of — @b) * + dfs + of = o. 
Sive, Ax: + BY* + A o. 


Fd 


1 
i 
4 ? 
Z 4 


C7. 
Ar + Bfx? + df*x + ef * == 
A + Agx? + . =O» 
1 (Bf — Ag; x2 4. (% — Ab) — —_— 
Sive,  A3* + Bs +of *— = 9. 


Afx2 + Blix + of ? O. A'hx? + B'hbx Y =—o, 
Ar ＋ Ag TAW SO. * + 7 525 = 00 


— — — — 


. F i—A'h O. (of? eee =o. | 


(BT Ag) (ef i— Ab) x + (of 1 —A'b)2 , = 
(Bf— A'g) ( *— Ab) x (B- A's) (2g — Bb) = o. - 
* (off — A — (Bf Ag (, — Bb) = =o. 


af 2 A'ef 3+ A'2h2— B'ef *g + Ag +B'2fh— A'Bgh=o. + 


fivee?fS—2A/ef2h — BS + Aefp2 +B/2h + Got ITY So. 


Reſtitutis valoribus A et B ſcilicet * — Ag et of n — | 
exit, ; 


aafs — 2Bef* + 3AGf2gh — def'g + Ra- — A 385 


* daf 5 So 2Ad 2 ha + A2h3 + we Se ae 
— B + Adqg35 + =» _—_ 


Reſtitutis iterum valoribus A et B, ordinando et divi- - 
dendo per f, erit, 


42. — abgh* — 2acfh* :+ baht — befght — 2bdf 4 ha :) 
+ acg h adg h +.0eg*— Aagſgah + cf — caf gh ki 

＋ cef 2g2 — 20 + gadfeh* + bdfgth + 712 18 
be 20% +h3 + 3bef2gh — def g + ef — 50. , | 


O * 


0 


Unde facile elicitur formula Newtorana, 


(ab — bg — 20% ah* : + (bh — co — 24%) bf hz : + (ag? 

Þ+ V) (ch — agb + 2 — 2%) -: + (3agh + bg? 

+ df?) dfh : + (2ah? + 36gh — fs + Fer: — (by FE O 
23 2ah) efg® 8 3 8 2 4 


Cæterum obſervandum eſt terminum — = 4acfg*h ſupra 
memoratum a Netoton i in binos reſolvi, ſcilicet ag* x — 297 


& — 2ab x fe. 
Four VI. 
ax + bx? ＋ cx + d o. 
Jx* + gx2 + bx + & == 0. 


af" + bfx? . f + df Oo. ax A. bx? + chx + dh. o. 
fu + ag? + ahx + ak —0. dfs* + dgx? +dbx + dk o- 


* (bf—ag )x*+(cf—ab)x+df—ab=0. (df—ab)x*+(dg—L)x+db—ch * =o. 

Sive, Ax? +Bx + C =. rt Dx + EF = 0. 
ACx2 + BCx +C2 O. AFx2 +BFx +CF . 
 ACx2 * ADx + AF = ©. C2 x2 + CDx + CF = Os 


> 2 ny Cs * 2 


*(BO—AD) «+ Ci—AF =o. (Co AF) x +CD—BF*=0. 


(BC— AD) (C2 — AF) + (C2 — AF)2 _ 8 
AD AF) x + (BC—AD) (CD Br) = 0. 


(Ca — AF)? —(BC— AD) (CD — „ 


Sive, ©? — 2ACF— BCD+B'F + AD' + . 2 6 


— 


„ 
sive reſtitutis valoribus A, B, C, D, F, erit, 


d — gad*f*k + 20*dfk* — &k* — 2bd'f*h + 3ad*fogb? 
+ abdfhk — 3a*dghk + gbd — acdfgh — gabft 
+ 2˙⁰ cg + Abh. + df th — 2acdfh? + a*dh: 
— Of *h acbb — lk + bd*feg* — 2b'dfgk + bf 
— ad*g* + 2abdg*k — ab*gk* + Fdfh* — abdgh* — bebt 
+ abcghk — bed + acdę h ＋ bee — ac 


| 
- 


UDncde ſi ordine debito diſponantur termini elicietur for- 
mula Newtoniana, | | 


(ah — bg — 2%) (adh* — acht): T (at + bh — cg — 2df) 

bafh : (— ak + bh + 20g + 3%) a: + (dh — dig 

— Ok + 26dk) (as ): + (3agh+bg* + df* — gaft) p= 0 
dF: (— gak — bh + a + df) beft : . 

(— * — zadb — cdf) ar 


Cæterum notandum eſt terminum zb a Newtono in 
binos reſolvi, ſcilicet 2bak & df X bal. | 


FoRMUTEA VII. 


ax! ＋ r ＋ c +dx+e= 0 
fes + g Thi + kx +1 o. 


afx*+ bf + cf dr of = 0. alr*+ ble? + cl ＋ dlx I el 
afx* tags*+ ah? +akx+al = o. efx*+egx* +ehx* +ekx Tel o 


-- ee eee eee. 
five, Ax: +Bx* + Cx +D =o. D ＋ F ＋ GTH =0, 


1 
AD x; + BDx*+ CD + D* = Oo. AH + BH#* + CHx + DH = o. 
ADs +AF*+ AGx+AH = o. Dr + DFx* + DGx + DH = o. 


— — 


*(BD—AF)x24(CD—AG)x+D Ano. (D—AH)x*+(DF—BH)z+DG—CH*= 0 


five, A RIC So. C Dx TF. =O, 
AC 4 BCx+C* So. AF L BFE TC =o. 
A Cx + AD's TAF SO. Car + CDx+CF O 


*(BC—AD) x+C"—AF' =o. (CAF) TCD TD 


( B/C/— A'D) (C2—A'F') x + 6 A F/) KD! = o. 
(B'C—AD) -A x + (BC—&D") (CD'—BF) = 0. 


* (C 1 AF) — (B'C' — AD) (CD — BF.) = . 


Sive, | 5 
C+—2&'CF/+ AF? — B'C!'D/+B*C'F/ + A'C'D*— AB DF! — o. 
7 | Sive, 
B*C'F' + A/C/D?2 _ "Sor BDE 


* —— 2A F — BD F * | — OJ... 


\ 


Hujus reductione, ſubſtitutis nimirum valoribus- 


A, B', C, D' et F' tandem eruere licet æquationem 8 di- 
menſionum quæ formulam quæſitam præ ſe feret. Simili 


ratione inſtituenda eſt eliminatio quantitatis x ex æquatio— 


nibus altiorum dimenſionum. In genere autem notandum 


eſt, quod dimenſio æquationis ultimo reſultantis tranſcen- 


dere non debet ſummam dimenſionum æquationum pro- 
poſitarum. Huc etenim redit hæc eliminatio, ut invenia- 
tur æquatio nova cujus radix quælibet ſeu valor quantitatis 
x in alterutram æquationem datam ſubſtituta eam evaneſ- 
cere faciet; at ſi dimenſio æquationis finalis hac methodo 
comparandæ hanc ſummam excedat, ex radicibus ejus 
nonnullæ finem quektum non aſſequentur, radicibus in- 


* POIs 7 i 2 . . 
* + | Old 1h N 8 Deg Mad 
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| . 

Atilibus una cum utilibus, admiſtis. Inutiles igitur ra- 
dices, deprimendo æquationem ad dimenſionem debitam 
ope diviſoris alicujus ſemper in æquatione finali latentis, 
reciduntur. Sic in formula VI aſcendit ad octavum gra- 
dum æquatio finalis C' — 2AC F, &c. = o, dividendo 
autem per quadraticam C five af — ak, = o, ad ſextum 
deprimitur. In noviſſima item formula, æquatio C — 
2A CF, &c. = o. 16 dimenſionum, ad æquationem 8 
dimenſionum deprimenda eſt ope diviſoris C. five 
(F = — ag) (el - A = o. Et quo altius aſſurgunt 
dimenſiones æquationum propoſitarum eo grandior adhi- 
bendus eſt diviſor, et proinde eo moleſtior exterminandi 
labor. Hujus igitur minuendi gratia varias excogitarunt 
exterminandi methodos Viri Clari, Cramer, Introduction a 
P Analyſe des lignes Cour bes Algebriques ; Euler, Acad. Berlin, 
anno 1764; Bezout, Memoirs de P Acad. Paris, anno 1704 ; 
et La Grange, Acad. Berlin 1769. „ 

Formulis his Nezetonianis jam inveſtigatis, (exemplis 
quidem in exercitationem tyronum probe accommodatis): 
quorundam problematunr folutienes adjungere libet, quo 
melius conſtet regularum necnon. formularum uſus. 


enen 

76. Invenire duos numeros x et y, quorum ſumma fit s & 
phProductum p. | DLC | 

Habitis duabus æquationibus * + 72 N xy p, 
ſubſtituatur valor x ex priore reſultans 's — in poſterio- 
rem, et prodibit 24 N =S.. Adeoque, y == 5p — 5. 
Et per reductionem, ) = 3 5 NM = Uthis fit 140; 
et p, 3130; ſubſtituendo prodibit y = 7a + 42 28 vel 
112, quorum alterutrum defignante y alterum deſignabit -_ 


Ge 
Exterminari potuit & ex æquationibus x + y — = o 
et xy - 5 = o, ope Formulæ I. ſubſtituendo pro a, 6 ; 
% 83 1, J—5; Jy et —þ reſpective: prodit enim 
6 * — (1x —p) =o. ſen * = ogy — þ ut ſupra. 


77. Hine liquet, quod propoſitis duabus quantitatibus 
incognitis methodus deſignandi alteram ex aliqua quæſti- 
onis conditione, in ſolvendis problematis antecedentibus 
adhibita, eodem redit ac exterminatio ſpeciei hanc quan- 
titatem incognitam referentis, eliciendo valorem ejus ex 
una æquatione eundemque in alteram ſubſtituendo. 


= 


PRO B. I. 


78. Invenire  fummam quadratorum, cuborum, biquadratorum, 
&c. duorum numerorum quorum ſumma ſit s et productum p. 


Deſignantibus * et y numeros quzſitos, erit, 
* + y=s. Adeoque quadrando, x* + 2xy + f = 
et p. Subduc - = _ 2 25. 


Erit ſumma guadratorum * * * = 5* mm 25. 
Multiplicando hanc æquationem per x + y =, 

Prodit - #+(x+y) xy = 25 
| | Subduc = - (x+y)xy = 


| Eritque ſumma cuborum * + J? = $3 m— 3b. 
Multiplicando iterum per x + y =5, 1 

Trodit x + (+) = 35 

*. 7 Subduc — ( xy =(f—2p)p 


" Eritque ſumma biquad. x* + N = — 44þ 2. 


„ 


Hinc innoteſcit lex progreſſionis, fi quæratur ſumma 
poteſtatum altiorum; ſemper enim invenietur multipli- 
cando ſummam poteſtatum ultimo inventarum per 4, et 
ſubducendo a producto ſummam penultimarum in þ duc- 


tarum. Et fic univerſaliter : erit ſumma poteſtatum » = ; 


rw ,. ‚ go Se STOR 
5 „ Bu 
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79. Invenire ſummam gquadratorum, cuborum, biquadratommm, 
Oc. ex ſingulis quantitatibus a, b, c, d, c. ordinis cujuſcunque, 
quarum ſumma a +b +c ds, &c. fit P; ſumma reclangulo- 
rum ſub- fingulis bints, ab + ac + ad, c. bc + bd, Cc. + 
cd, Oc. fit Q; ſumma contentorum ſub ſingulis ternis, abc + 
abd + abe, Sc. + acd + ace, &c. + bcd, c. /it R, c. 8c. 


| Deſignantibus 
p, ſummam quantitatum 6, c, d, &c. poſt primam 9g. 
9, ſummam rectangulorum bc + bd, &c. + cd, &c. poſt pa. 
, ſummam contentorum cd, &c. + cde, &c. poſt qa. 
&c. &c. Z | 
Erit 2 | | HE 
= a + p. Adeoque, quadrando, .  P2 =a2 + 2pa + pa 
Q = pat g Subduc 5 - 2Q=2pa Þ 29. 
R = ga r. Eritque ſumma quadrat. P*—2Q=a? +p:*—29 
= 27 s. Multiplicande hanc æquationem per P=a + p. 
&, Kc. Fit P3—2PQ=a3+p*+pa3-Fp2a — 29a — 2pg 


Subduc PQ = pa? ph + ga + pg © 
5 — 3PQ=4# +p— 392 —309 
Adde - z3R = + 39a ＋ 37 


— 


Eritque Summa cuborum P3 — 3PQ R= a — 3pg + Zr. 
Multiplicando hanc per P=a + p, 


4 


( 62 ) 


Erit P+—3P2Q+ 2PR=a*+ P pn +p3a—3p9a + zra—2p3q+ 3pr 
Subduc P2Q — 202 = pa*+P*a—2pga+ga? + pig —297 


P+—4P2Q+ 3PR + 2Q2 Sa- TD. - 3a 479 gr 29 


- Adde PR == J , pa ra pr 


P4—4P*Q +4PR+202=a*+p* + 4ra—4p37+4pr +247 
Subduc 48 F= 4ra+4s | 


Eritque /umma biquadratorum | | 
P+—4P2Q +4PR + 2Q2—48=4*+pi—4p? g+4pri 29 —45- . 


Similiter, præcedentes operationes continuando donec : 
omnes exterminentur dimenſiones à præter quæſitam, pro- 


dibit ſumma quintarum poteſtatum, P* — 5P*Q + 5P*R + 5PQ? 
—5PS—;QR+5T. Et fic deinceps. Cæterum combi- 


nando valores inter operandum inventos, contractiùs expo- 


nere licet ſummas poteſtatum quæſitarum; Ut eleganter 


Newtonus, qui haſce formulis inſequentibus primus abſque.. 
demonſtratione propoſuit. Scilicet | 


JJ — 


RN . -| - =PA—2Q=B: 


P3=3PQ+3R - - - =PB—QA+3REC. 
P+—4P*Q+ 4PR + 20'—48$=PC—QB +R A—4S=D. 
P53—;P3Q'+ &c. = - Z=PD—QOC+RB—SAH+;T=E. 


P*—6P4Q: + &c. - - =PE—QD+RC=—SB+TA—6V=EF: - 


Et fic in infinitum, obſervati lege progreſſionis. Ne- 
ceſſe autem eſt ut probe obſerventur ſigna quantitatum a, 6, 
e, &c. ſi modo diverſis afficiantur ſignis. Has omnes af- 


firmativè poſuimus, hoc tantum innuentes, eas, ſecundum 


ſigna fingulis propria eſſe addendas ſeu aggregandas, ſive 
hæc ſint affirmativa five negati va. | 


* 


Concluſiones præcedentes vere exponere ſanmdam qua- 
dratorum, cuborum, &c. ita per inductionem conſtabit. 


E- = a5 RN + da, &c. | 
Caf, 1. Datis tribus quantitatibus a, b, c, erit p =b + c. 
Sed per Prob. II. p' — 29 =b& + &*. Ergo,  — 2Q 
(=? + ff — 29) =? + 6* + 3 


Caf. 2. Datis quatuor, eritþ=b + c + d. Sed per Co/. 
1. 5˙ — 2 = t +4. Ergo, FF — 2Q ( + þ#* 
— 29) = +6 +c+d.. | 


Caſ. 3. Datis quinque, erit þ = 3 + ce +4 + e. Sed 
per Ca. 2. þ* — 29 = bf * c + 4* + ef. Ergo, &c. 
Et fic deinceps. 

P —3PQ+ zu 47 5. + & + 4, Kc. 

Caf. 1. Datis tribus n erit p c. Sed 
per Prob. II. p — 3 5h =b + 3. Ergo, P. — 35 
( + — 3% a +8 + &. Ab hoc caſu nimi- 
rum ablegatis 3R et . | 5 


Caf. 2. Datis quatuor, erit p =-b6 + c + d. Sed, | 
pb S d 3b c+ 9b + zh d Zed 2bd*+ gid*+ Gd. 
— pq = —b'c— 3bc'—2b'd— 20d — 2bd*— 3cd*—9bcd. - 
+ 3r = | bh N + 2bcd. - 


yo * 


Swe, 5 — 37 + 5 ＋ 0 e 
Ergo, P'—3PQ R= A . b d. 
Caf. 3. Datis quinque, erit þ 5 +c+d4+e. Sed per 
Caf. 2. Pp; — 35% ＋ 37 = bi ＋ 6 ＋ 4 + 6. Ergo, &c. 


Et fic deinceps. Simili quoque nnn in poteſta- 
tibus altioribus eonſta bit. 


<4 ; 


(6. 

80. Brevius quidem et elegantius, cæterum argumen 
paulo ſubtiliore idem colligit Simpſon, Algebra. þ. 129 
Quoniam enim ſingulæ quantitates 4, b, c, d, &c. pariterf 
verſantur in æquationibus originalibus ſeu datis P =a +b © 
+ c, &c. Q = abc, &c. neceſſe eſt, ut pariter quoque ver- 
ſentur in concluſionibus inde elicitis ; adeoque, fi valores 
f et q actu ſubſtituantur in æquationem P. — 2Q = 4 + - 
— 2, liquet nullas reſtare poſſe dimenſiones quantitatum 
a, b, c, &c, præter quadrata, ex eo quod nulla dimenſio 
quantitatis @ præter quadratum in hac æquatione occurrit. 
Et ſimili argumento colligi poteſt nullas dimenſiones quan- 
tiratum a, , c, &c. præter cubos in æquatione P? — 3PQ_ 
+3R = 4* + p* — 35% + 37 verſari. Atque ita deinceps. 


\ 


ti. 


81. Invemre tres numeros continue proportionales, quorum 
ſumma fit 20 Sa, et quadratorum ſumma 140 = b. 


2 ry - | 5 
Habitis zquationibus x + y + > = 20, et & 49 + = 

| 1 ** . . 
= 140, ſubſtituatur in poſteriorem pro}. valor ejus ex priore 
comparandus, ſcilicet (20 — * — y)*, et concinnando pro- 
dibit x* +y* = 20 x — 205 =— 130. Subducatur hæc 
æquatio ab x* 5 ＋˙ y 20 K o, ad quam utique revo- 
canda eſt prior, et manebit 205 = 130 ſeu y = 65. 


Invento jam), ut inveniatur x, ſubſtituatur 6 pro y in 


æquationem x + y + > = 20. Et concinnando prodibit 


* = 134 x» — 421. Et per reductionem x = 64 + 
V45% — 11 = 63 + V3. Nempe 65+ V, eſt maxi- 


e 
mus quæſitorum trium numerorum, et 61 — , mini- 


mus. Nam x alterutrum extremorum numerorum ambi- 
que deſignat, indeque gemini prodeunt valores, quorum 


. | 2 5 2 
alteruter poteſt eſſe x, exiſtente altero ; cum in ſerie pro- 


portionalium vel creſcente vel deer + th conſtituctur x, in- 
deque in priore caſu deſignabit maximum proportion dium, 
in poſteriore minimum. 


82. 8 potuit x ex æquationibus x + y — 20 « 
+y o, et &“ + 3 — 14 K + % =o, ad quas redigendæ 
ſunt præcedentes, ſubſtituendo in Formulam V, pro a, 6, c, 
4; fu. eh: n, o, y* — 20, o, y*; I, y — 20, & y? 


reſpective, Et, propter defectum termini ſecundi er quarti 


in æquatione poſteriore, evaneſcentibus & necnon for- 
mulæ terminis quorum factores ſunt þ & d, emerget ( Ur 
+ 280) %% * + (2y* — 40 y + 260) (260 5 — 40 %: 

+ (3% %“ : — 2 % ( — 40) + 400 % = ©. Unde 
multiplicando et delendo ſuperflua, prodibit 1600 4* 
— 20800 [ol — 67600 y* = o, ac reducendo, 4 y* — 52 
＋ 169 = o. Sive radice extract, 2y — 13 so, ſen 
J= 6 f. Us he Veruntamen exterminatio quantitatis 


incognitæ plurium dimenſionum plerunque operoſior eva- 
dit formularum ope, quam ſi ab — regulis auſpicemur. 


Sumt et alii modi quibus hæc eadem abſolvi 22 ; idque ſœ- 


penumero contracts. 


83. Ut G generaliter enuncietur queſto habitis æquationi- 


bus x +7 +7 Se, et x* _ + 5 => 0, PEI tranſpo= 


nendo dat a—y=x +: 2 Et partibus quadratis a? — 20 
R 


* . 
me 


* 


6 
+ 2 = #4 2 + 2;. Et ſubducendo utrinque y2, erit 


b 
42 — 


yt — 
a® — 2ay (* + j* +3) =b. Adeoque y = . Quo + 


ſubſtituto pro y in æquationem x* = = x — y?, erit 
6 ; 3 | | 
2 * — ——. Et per reductionem, 


] | _ 
a+ = Xx „ 
x .= iy | "So 


4 
| Aliter. - 


84. Defignantibus jam x et y proportionales extremos, 
medium deſignabit V. Eritque, x» + vy + y = a, 
& x2 + xy + y* =b, Dividatur ſecunda zquatio per pri- 


*n 2 b 
mam et prodibit x — V Y = . Subducatur hæc a - 
. Y — — b - | 8 a 
prima, eritque 2 /xy =a — ; et medius Viy = 2 
: | 
— . Ut ſupra. -Unde cognoſcatur ſumma et productum 
extremorum et), adeoque & ipfi extremi per Prob. I. 
* 6. a | 


. 


8 5. Invenire quatuor numeros continue proportionales, quo- 
rum datur ſumma a, & ſumma quadratorum b. 


Deſignantibus x et y medios numeros quæſitos, deſigna- 


— . 2 | Z 8 * 2 * g 
bunt, ex natura continue proportionalium, , et , extre- 
3 : ESR . Ph 
mos. Habentur itaque æquationes > +* + y Da, 


” 
* ” 
* . 
2 


„ ( 70 
et 5 5 + 2 l. Nn u- E 


x2 3 K 7157 


= =P; 5 eritque Wc 3 — = 4 — , itemque 75” 21 =P propter 
e tre? Tony Sed per Prob. My 
Erit ſumme quadrat. of —— 5 eg os WP | 


Et ſumma quadrat. 5 + 4 ws (a — * — 1 


Adeoque his additis 5+ Kc. (U —1N + —4þ =b 


Sive, ſubſtit. „ 5 pro 5 = - (a—#)? + $f n= r 


.- « ' 22 a a 3 : 
Sive, concinnando, -- f=—zpi+ia—ib 


5 | | ; 3 3 : 
Et per reductionem, | 27, V 55 
8 4 0 8 5 
Invento 7, innoteſcit Pp = a ho Itemque ob 7 — y 


: = * — 7 prodit SY — p, et y = # 5 * p. In- 
vento 88 y infloteſcit x, et proinde quatuor proportio- 
nales quæſiti. 


Adeo que, - * e 
Itemque, per Prob. II. ＋ % 3. 

Adeo qu . 22 
„„ ũ if Cs 


83 


nd. - Og Wy _" 3 


1 _ 


C00: ) 


In hac ſolatione ſecuti ſumus Simp/on. Eundem valorem 
5, at operoſius quidem, contra morem ſuum, exquirit 
Newtonus, Aliam quoque et elegantem hujus problematis 
(necnon inſequentis) ſolutionem a De Moivre inventam 
proferre jam libet. Vide Sandemſon. Algebra, Vol. 1, p. 263. 


86. DeGgnantibus „ 9%, 57 e proportio- 


© | 

if % | nales quæſitos, erit ; 

| | * ＋ #39 ＋ K + 3 a. Adeoque, (x ＋ (x2 1415 = @. 5 
| s + x%2 + #29* + 5% = 5. Adeoque,'x* +1*) (x*+9*) == b. 3 
= Abbreviandi gratia, fingex + y = x, et x2 + y* =w. 
1 | | 

q | RT -- +. - 2v a, et v — — 


] b 
Stemque}- - vX(2t+5y*) =b, et x* 4 = —- 


Ceterum ob „ 45 = 2, crit #2 + y2 + 2xy = 22 


þ k | 2 . - - - vV. +2xy==2? 
%% +» 1 - < ,- 29% — 22 — v. 
Et quadrando, - - < - 85 427 = 2*— 202% ＋. 52. 
O Porro, ob x* +y? =», crit #*+y* + 2x*y2.== v 


: . | b 
Sive, ſubſtituendo, - .- - — + 2 = v2 


"Fea & 
Adcoque, - - = - -- - 2x22 —=02 — — 


- 
| | | | 25 
4 5 Et, - - - _— - an — 4¹2 7 = — 202 — 
| | Erit igitur — 21 —2 b 2 =_ «<2 (== 4x5 2) — 22 — — 
1 * | = Xx = 5 
| | 2b 
3 Adeoque, - 2“ — 222 — v2? — — 
| 9 ; Fa 
X g a a? 2 


2 7 
F , 4 2x*£ + (= — 24) * = 4 | 


e 
Unde per reductionem 948, elicietur s et exinde « v. His 
autem cognitis 1nnoteſcent x et bo Erat enim, 


| | * 2 ＋ 7 + 2xy= 22 
Bunge X*+9© nv 
J 8 2x 22 — * 


Atque harum differentia x2 + y#—2xy= v 2 — v) 3 8 
Kt extracta radice += x - = V˙ 


Huie ade „„ $4 232 "I, 
Eritque «+ - - 2x œm„ ꝶũ!!? 

Et — — x | 12 4 198 —=" 

Erit quoque - „ D 2 — * — 2 * 
JJV y =1Z — 2 V — 27 


Cognitis igitur x et y, innoteſcent quatuor proportionales 
quæſiti. | | 


Exxur. Sit a = 30, et 6 = 349; erat, per preced. 
2,5 = 25 eee, 23 + a* 
: * | 


g 75 Hy | | 
Sive, poſito : 5 ons d, 25 — 2d 23 +: 22 


Adeoque — - — 25 = 4 + Vr + 45 


_ 8 by 
Cæterum d — = 3 
| "M0 30 9 5 
Adeoque dz + 42 — 5 4 900 2 
Et vi fe == 


Adeoq.z*=d + VA . = $4 = 27 X 2. Sit = 2, 
Eritq. z =27c, et proindez= 3c. Sed VEL EL = ea. 
Itemque 2v — 2 = 1002 — gez = c, et Vir =c. 
V . _ 3c 3e ＋ Z— V2v—z* 
2 A 2 | 


Ergo * 8 75 — ac. kty⸗ c. 


8 


* 


1 =. 
Adeoque 2486009 my „ of of: 
Evadent | — -' 8c, 4, 20, 1c OE 
Sive = 4 Kw. 8, 4, 2. 

+ | 


P R O . 


87. Invenire guinque numeros continue proportionales, quorum 
datur ſumma a, et quadratorum Summa bY 


Def gnantibus x, & ⁊ medios numeros quæſitos, deſigna- 
& 2 


' 2 2 6 . . 
buat 5 extremos. Habentur itaque æquationes 


1 


Fee 3 + ** n + „ b. 
Ponamus x + a a, exirque / $6 Ay; er 


. 
8 quam XY = * 


— 


propter 4 (4535 3 tam 


CY 


Lad 


Adeoque per Prob. I., + 2 = (a—u—j) — 25˙ 
Et ſimiliter, x* + 2* . 1 Seu dividendo per , 
7 + 12 — 7 . mn ſubſtituendo erit 


u — 252 


Summa proport . = „ ＋ + y = == 4 


Et ſum. quad. (a — {4 *. — 9 5 + 22— ys : + 72 = b- 
Quibus reductis, erit | 

a* — 24 — 2ay + 24% + 2Uuy — 29? 
Z p & —- xy + y* 
Harum priori addatur duplum poſterioris, 


2 * 


Of; 


| n 


22S 
Eritque os hs 4 — 2au = b; five 12 2 4 — —- 


Cæterum tranſponendo, fuit 2 + ay — wy = u* 
Adeoque . „ 9 + VEL + 3 us 


. 4 A 


<0 
r — 


8 Con } 
Cognitis autem u et , innoteſcent & et x, et proinde- 
quinque proportionales quæſiti. 


88. Habitis jam ſecundum notationem Moivreanam, * ES | 
quationibus | 
1 
x— 57 

10 19 


* + op + aft Ee + y e by adeoque 2 e 


* + K* + xy? 1 5 ＋ * 8 8 adeoque 


Dividendo run æquationem per tertiam, erit 
C24 * 2 25 

XN +; * a \ 
Adde — x*+ xy LN + xp = a 


ſeu x. —x + op? — 9 + 42 


D 


: 3 
4 3 4 ; 252 Aa wwe 2 
Eritque 2x* + 2x9 + 23*=.4 + — 
Ae 3:4 ft a SSC 
eoque & + x? + e . a SG * 4. 
Subduc x* — x37, & c. | | 
5 5 b i 
« N Ph. 3 ; 3 — 8 
ab x + *. &c. eritque, 2 + 29 = a — = 
Adeoque - .- * + xP=ia— 
We - — — p ( ＋ 
ive, politis xy-== D © 


4 
Et x + =v, = 2 D d, adeoq. a 


Cæterum erat - = * + x%p* e 
Et x2 + y* = u, quadr. dat, «“ ＋ 2x*y* + y*= v* 


Et ſubducendo - - - * v - 7 
Oh 3 
Adeoque . = - - = 9e of —# - 


Sive. =. = v* =av% + d. 


Et his additis — 2x N T 2 + V2 


5 | 
Vande elicietur v et exinde 83. Hiſce vero inventis innd- 
ent e) ., | 


Nam ob xy = , erit - 2xy= 25 


Cæterum fuit „„ 

Et his additis, x* + 2xy +4* =v + 28 
Et radice extracta, jx ＋ % = V T 2 
Erit quoque = ex—y = N = 28 


— 
— D — 


Vo Þ+ 22 + V an 


Sive — = * 8 
Tet Vo 22 — V 22 
. oo Et A | oF SHE 2 * 
. 21 £4 ; 75 
Ex EMT. Sit a = 62, 6 = 1364. Erit = + 42, 


15 


FE 
,D — — 
et q i == 20. Adeoque v* = 5 + Vie 5 


= 25X 2. Sit c* =2, eritque v? ='25c?, et v = 5c. Adeo- 
que Verf =vVgxFu=va=3ve. Et vi=z=vc. 
ELF = Ve=m == WEIL = 2%. 


Erit igitur = — 


VV ä 

Et proinde x2 = 4c, xy = 26, y* c. 
Et proportionales &“, xy, x*y*, xy*, y* 
Evadent de, 1c? 
Sive, = „ 4, . 


89. His conſtare poteſt quanta fit in ſolutionum in ven- 
tione varietas; et obiter, quod alii modi ſint aliis multo 
concinniores. Quapropter, ſi in primas de ſolutione pro- 
blematis alicujus cogitationes modus computationi male 
accommodatus inciderit, relationes quantitatum iterum 
evolvendz ſunt, donec modum quam poteris idoneum et 
elegantem machinatus fueris. 


RW) 


DE EXTERMINATIONE PLURIUM QUANTITATUM INCOG= 
NITARUM E PLURIBUS ZEQUATIONIBUS. 


— 


go. Si duæ quantitates incognitæ è tribus æquationibus 
tollende ſunt, aut plures è pluribus; conferendo inter ſe 
harum quaſque binas, per vices, exterminandi opus per re- 
gulas jam ante traditas, gradatim peragetur. 


91. Ex tribus pluribuſve æquationibus inter fe coll:tis 
erui quoque poſſint formulz, ad inſtar præcedentium, pro 
exterminanda x, ubi fit unius, duarum, pluriumve dimen- 
ſionum. Cæterum hæ formulæ ad gradus plane enormes 

Turgunt, ubi altiores dimenſiones x tollendæ ſunt. Sic 


exterminato ex tribus quadraticis, prodit æquatio 16 


gradus ; ex tribus cubicis, 81 gradus; ex tribus biqua- 
ddraticis, 256 gradus; et ſie deinceps. Nec huic incom- 
modo ſatis medetur methodus exterminationis quam inve- 
nit Bezout, *( ſupra cit. F 75) quippe quæ in caſibus jam me- 


moratis, ad æquationes 12", 49", et 156” gradus reſpec- 


tive, deducit. | 


Solutiones problematum quorundam plures quantitates 


incognitas parientium afferre jam libet. 
+ PO h 
92. Diſſimiles duarum pluriumve rerum miſturas ita compo- 
nere, ut res illæ commiſtæ datam i iter fe rationem acquirant. 


Deſignent A, B, C, &c. res miſtas, et d, e, , &, Þ, &c. 
proportiones earundem in, miſturis. Sit unius miſturte 
data quantitas JA + B ＋ V, alterius eadem quantitas 


gA + bB + , et cadem tertiæ /A + mB + C. Sintque 


T 


” 3 þS 


( 74 ) 
hz miſturæ ita componendæ ut compoſitionis eadem quan- 
titas contineat PA + gB + rC. Finge x, y, et 2, partes 
eſſe trium miſturarum, five numeros eſſe per quos ſi tres 
datz miſturz reſpective multiplicentur earum aggregatum 
evadet pA B + C. | 
dxA + exB + fxC ) | | 
| Eft itaque + gyA + B + k4yCp =fFA +qB +rC. 
+ lzA + mzB + n2C _ 

Adeoque, collatis terminis, ob dxA + gy + RA + = = pA, 
atque ita deinceps, 


93 


x rn 
CEEERED adeoque x —=* 25 5 
q i | g— hy — m2 


„ = 


fx + ky + ns = r,, adeoque x = 3 


Erunt Il + by + mz = q, adeoque x = — 2 


ep — dg + dmz — elz 
FT adeoq. PETS os eg — ab 


— hy — mz ry — by — nz -er enz Au 
—— e adeoq. y = F 


Et rurſus ſunt 


Et denique, fi abbrevientur hi valores , ſcribendo « pro 
h — aq, & pro am — el, Y pro g — db, 4 pro fg — er, 
* + E LP + - CS 


r * 
& per reductionem «= fe o pone 
= er,  prg—k_ 


1 | eds, Si tres ſint metallorum colliquefactorum miſ- 
| turæ, * proce Pao. continet argenti uncias 1 2, | 


1 


#ris 1, & ſtanni 3, ſecundæ pondo continet argenti unci- 
am I, Kris 12, et ſtanni 3, et tertiæ pondo continet æris 
-uncias 14, ſtanni 2, et argenti nihil ; ſintque hæ miſturæ 
ita componendæ ut pondo compoſitionis contineat argenti 
uncias 4, æris 9, et ſtanni 3: Pro d, e, f; g, b, &; I, n, 
* þ, q, , foride 12, % % 5, 135 $3 o, 14, 2 =. 9, 3 
eve, & erit 4 (=eþ = 1 4 — 12 x 9) 
= — I04, & e (= am — el = 12 * 14 — 1 X o) = 168, 


& fie y =— 143, #= 24; = — 40, & 0 = 33. A- 


be — oh ___ 1 
e ** — 1 S544 / - © 
lan 3 „& 7 LEO 
Ef e 1 85 
3 By CORR + Quate fi miſceantur - — | parte pondo 


CIQRCRAT 88995 4 3 
miſturæ Maugak, op partes pondo primæ, et EY tertiæ, 
aggregatum erit pondo continens quatuor uncias _—_— 


novem Xris, et tres ſtanni. Uti ex eo conſtat, quod = 


| 6 
partes pondo primæ = 5 * {2 db = IPL 
2 8 | DG. rt +16-+38\ 8965-24 
Et 11 Partes ſecundæ = >, ( 5 5 
ini 4 s 
et proinde aggregatum = i = 33. _£ _ . 


93. Cæterum notandum eſt quod diſnmiles hujuſmodi 
miſturas ſecundum datam quamlibet rationem componere 
aliquando impoſſibile evadet, quando, ſcil. valores x, y vel 
z prodeunt negativi; tales enim in quæſtionis ſolutione va- 
lores affirmativos tantum poſtulantis, locum habere ne- 
queunt. Ut fi primæ pondo contineat argenti, æris et 

EE = RY | 


(296) 7 


. ſtanni 3, 6, et 7 uncias reſpective, ſecundæ pondo, 1, 12, 
1 et 3 uncias, tertiæ pondo 4, 2 et 10 uncias, et deſideretur 
=} compoſitio cujus pondo contineat 4, 9 et 3 uncias : Pro 4, 
= | e, J, &c. ſeriptis 3, 6, 7, &c. crit «a = — 3, 6 = — 18, 
__ {EE == ho, 4 = 45, {= 46, et 0 = 66. Adeoque. 

| F + 1350. 13 
„ 


; os ihe 5 — C6 Fs pln 1380 + LIB — 192 

| | Fe P. 3 3 5 FR 
a TOES awd oh 
| 2 Fl | 3 


= 
| 


i Z | — 6 = Reſpiciunt nimirum valores y et x jam ne 


gativi ad quęſtionis caſum in praxi impoſſibilem, nempe 
Diſimiles rerum miſturas ita ab invicem ſecernere, ut refiduum 
res las datd quadam ratione inter ſe commiſtas exhibeat. Sic in 


hoc exemplo, ſi a 104 pondo miſturz prime demantur 
35 pondo ſecundæ et 6 pondo tertiæ, reſiduum erit pondo 
continens argenti æris et ſtanni 4, 9 & 3 uncias reſpective, .. 


: 1. 


5 94. Invenire valores x, y el z in @gquationibus x + x) 2 T0;-- 
* + YZ = 21,0 2 + ZX = 24. 
Subſtituatur x pro , et mx pro x, eritque 


10 


8, . = 


n' + nmx*=21, > five 4K = —— 


M8" + mx? = 24, fr T7 = 
] | 


| e ne 


K — 
2 9 
4c —-¼ — Ge” 


„ 
= — 


Adeoque = 7p (= x ans 73h» Cr Ont EY” 
Itemq. —_ Fux) HR | ergo 81* + 8 875 m1. 
8 — „ ＋ 144 0 


| 5 22 * +1 — 12 N 


Adeoq. e 0 8 8. + dum) * 


tom met! —=24m 
IM 


Sive concinnando, 25 m* + 110m*— 161m* — 390m + 144=0. 


Et divid. per m—2, 25m*+160m* + 159m — 72 =0, 
Unde per reſolutionem, prodit m = 2. 


2.7 


ae. : — _ =, ( V) a, 7 


12 14137 


et. =4- | 
E III. 


95. Si boves a depaſcant pratum 4 in tempore c;. & 3 * 
depaſcant pratum æque bonum: e in tempore f, & gramen unifor-" 
miter creſcat Quaritur quot boves depoſecn 5000 fimile g, 


in tempore h. 


Diſtinguantur boves cujuſque prati binos in claſſes; ſint 
boves a = r +5, quorum boves , depaſcant gramen quod 
in prato 6 ante boves admiſſos creverat, boves autem s gra- 
minis incrementum poſt. Similirer, fint boves 4 = 7 + 1. 
Er boves quæſiti x = y z. Sed boves prioris claſſis , 7, ' 
et , dato tempore, ſunt ut prata depaſcenda, (Guippe quæ 
per e æque bona ſunt) et datis pratis, * ur 


5m. 12. 


25 2. — — 120m. 1144 


* 


a=r +s, adeoque r 4a — x. 


5 Mon: oh 
depaſcendi tempora, et proinde neutris datis, ut prata . 
| _ 


.recte et depaſcendi tempora reciproce, hoc eſt, ut a, 75 3 


reſpective. Adeoque per analogiam, 7 : 7: a 7. et ductis 
mediis et extremis 4 = 7. adeoque = 55 Et ſimiliter, 

cer | 5 | 
7 * . Sunt quoque boves poſterioris claſſis 7, , & & 


tempora depaſcendi conjunctim, ut prata 6, e, get tem- 
pora graminis in hiſce creſcendi (uniformiter per hypothe- 
ſin) conjunctim; ſive, æquipollentibus his temporibus, 
boves 5, u, 2 ut prata 6, e, g reſpective. Adeoque, per 


analogiam, boves 4 . et E Subſtituantur in æ- 


quationem ſecundam et tertiam valores 7, 3, u, et 2 jam in- 


6. 


venti, et prodibunt . 


er jor ten e | bf — cea 
R + >, adeoque == 
A 1 


bef bx — bcehx = baſab — acegh — bedfg + ac 
ene. 


Sive mY 85 . bef h - — 


96. Longe elegantius, at ſubtilius quidem, ſolutionem ex- 
pedit Newfonus. Primo enim, exquirit quot boves in tem- 
pore h depaſcerent graminis incrementum in prato e per 
tempus c; deinde, quot boves in eodem tempore h depaſ- 
cerent graminis incrementum in eodem prato e per tempus 


. f 
1 g cw © 
ba Son na 


— P EPR SAT ITOER i 


— f — RD te — 5 
5 * 


rr age 


( 79 1 
h— c; nam ex horum ſumma: conflatur totus numerus 
boum quibus per tempus hᷣ paſcendis ſufficeret totum gra- i 


minis incrementum in hoc prato e per tempus h. Er inde 
per analogiam, colligit quot boves depaſcerent pratum g in 
eodem tempore h. Hoc præmiſſo, ipſius ſolutionem, no- 
tulis quibuſdam ſubjectis proferre jam libet. 5 
Si boves 2 ere « depaſcant- Prause bi tum per 
analogiam, boves + 4 in eodem tempore c (a), vel boves 


Fl ec 
cent pratum e: puta fi gramen poſt tempus c non creſcere. i 
Sed cum propter graminis incrementum boves 4 in tem- 28 

pore F depaſcant ſolummodo pratum e, ideo graminis in 

prato c incrementum illud per tempus f— c tantum erit 

quantum per ſe ſufficit paſcendis bobus 4 — 7 per tem- 


pus }, hoc eſt quantum ſufficit paſcendis bobus 3 


2 in tempore / (b), vel boves 57 4 in tempore þ, depaſ- 


eca 
| | 7²⁵ 
per tempus h (c). Et in tempore 5 — c per analogiam 


5 2 * OW if of BS r 


(a) 83.645 41 7 ob boves ut prata, dato graminis incremento 


per tempus c. 


ob boves reciproce ut tempora depaſcendi 
pratum datum e, dato graminis incre- 


1 
(b) N bs * © 3 bf 
1,1 e | mento per tempus c. . 
. . * 5 . * . 5 g : 


cea d ce | 4 - 5 | 
(c) 7 7 7 4— i * — #22 ſeu 5 — ob boves dato 


bfh © 45 
graminis incremento per tempus f — c, reciproce ut depaſ- 
cendi tempora. Es 


* 


b 65 ] 
0 Hee erit incrementum quantum per ſe ſufficit paſcendis 
—C. 17 — 6 f bafh — ecah — bag, + aec? (d) 


bobus 7 in; ; live 270 5 
per tempus H. Hoc incrementum adjice bobus << et 


th 
1 , bdfh — ca — def + er : 1 
prodibit e e prog te numerus boum quibus 
paſcendis ſufficit pratum e per tempus 5. Adeoque per 
7 /, = GE 2 * 4 0 
analogiam, pratum ꝙ bobus 3 2 17 + ecfga 
i 'e — Lf 


per idem tempus / paſcendis ſufficiet. 


2 


Exemy. Si 12 boves depaſcant 31 jugera prati in 4 ſep- 
timanis; & 21 boves depaſcant 10 jugera conſimilis prati 
in 9 e een ;- quzritur quot boves depaſcant 24 jugera 
in 18 ſeptimanis ? Reſp. 36. Iſte enim numcerus invenietur 
ſubſtituendo in LR hn 6 : De: numeros 12, 
33 4, 21, 10, 9, 24, et 18, Pro literis 4, 5, c, d, e e, y ꝗ et 5 
reſpective. 


Cæterum ſolutio forte haud minus expedita erit ſi è pri- 
mis principiis ad formam ſolutionis præcedentis literalis 
eruatur. Utpote ſi 12 boves in 4 feptimanis depaſcant 
31 jugera, tum per analogiam 36 boves in 4 ſeptimanis 
vel 16 boves in 9 ſeptimanis vel 8 boves in 18 ſeptimanis 
depaſcent 10 jugera: puta ſi gramen non creſceret. Sed 


OT IE) 


3 eca Bf — ee _ bf þ — eeah — 14 7 ＋ eac? 


ob boves ut graminis incrementa in Provo e 27 tempora 
f—ceth — cc. | | 


8 | 
cum propter graminis incrementum 21 boves in 9 ſepti- 
manis depaſcant ſolummodo 10 jugera, illud graminis in 
10 jugeris per poſteriores 5 ſeptimanis incrementum tan- 
tum erit quantum per ſe ſufficit exceſſui boum 21 ſupra 
16, hoc eſt 5 bobus per 9 ſeptimanas, vel quod perinde eſt 


7 bobus per 18 ſeptimanas paſcendis. Et in 14 ſeptima- 


nis (exceſſu 18 ſupra 4 primas) incrementum illud per ana- 
logiam tantum erit quantum ſufficiat 7 bobus per 18 ſep- 


timanas paſcendis; eſt enim 5 ſept. ad 14 ſeptimanas ut 3. 


boves ad 7 boves. Quare 8 bobus quos 10 jugera fine incre- 
mento graminis paſcere poſſunt per 18 ſeptimanas adde 
hoſce 7 boves quibus paſcendis ſolum incrementum gra- 
minis ſufficit, et ſumma erit 15 boves. Ac denique ſi 10 
jagera 15 bobus per 18gfeptimanas paſcendis ſufficiant, 
tum per analogiam 24 jugera per idem tempus ſufficient 36 


e 


* 


In priore ſolutione literali ſeptem adſciſcuntur q 
titates incognitæ, in poſteriore ne una quidem. Lucul 
ter profectò evincit hoc exemplum non ſemper ad Alge- 
bram neceſſario recurrendum elle in problematum ſolutio- 
neni quæ prima fronte difficillima videantur. Verum 
Newtont ſagacitas haud cuique Analyſtæ contingit. 


DE EXTERMINATIONE QUANTITATUM SURDARUM Ex 
EQUATIONIBUS. | 


. Tollendz ſunt ſurdz quadraticæ ex æquatione qua- 
libet baud plures quam quatuor terminos complectente, 
five hi omnes ſint irrationales five non, per involutionem 
iteratam, ope Regulz VI, { 25. Sic æquatio V — V 
— Vc — yd o, (ubi Y, vb, &c. quantitates quaſcun- 
—— | 


1 82 ] 


que ſurdas deſignant five ſimplices five complexas) tranſ- 


ponendo, dat / — vb = Ne +vid; 


et quadrando, 


a — 2y/ab +b =c + 2y/d + d; atque iterum tranſponen- 


bus iterum quadratis, 4as + ByYabd + 40% = g 


do, 2/4 + 2vVd=4a + b — c— d—=putag; & parti- | 
: 1 abe ” 3 abque+ ” . 
| aaa 4ab — 4c 8 : 


denuo tranſponendo, LR == $omemmemn Ep 


partibus autem denuo 8 | 
dimenſionum a ſurdis libera, abcd = . 


=. puta ; 


emergit æquatio quatuor - 
Verum ſi datz 


æquationi ſubquadraticæ accedat terminus quintus, five. 
hic fit rationalis five non, amovendæ ex æquatione aſym- 
metriz 1mpar erit hzc regula utcunque diſtribuas terminos. 
Nam ex una equations parte neceſſario ſiſtentur tres, qua- 
tuor, aut quinque termini, adeoque ex altera duo, unus, 
aut nullus, reſpective; at ſurda quantitas binomia qua- 
drando parit unum terminum irrationalem, (ut in exemplo 
allato) trinomia parit tres, quadrinomia ſex, et quinqui- 


nomia decem: 


ergo ex involutione partium quotieſ- 


cunque iterata provenient termini ſurdi numero plures 
quam quatuor, vel ſaltem non pauciores, in iſto caſu ubi 
quatuor terminis ſurdis accedit quintus terminus qui ſit ra- 


tionalis. 


Minus itaque valet hec regula ad ſurdarum qua- 


draticarum in omni caſu exterminationem, licet harum 


genus ſit ſimpliciſſimum. 


Et a fortiori, intra limites ad- 


huc arctiores concludetur ſurdarum cubicarum extermi- 


natio. 


98. Cæterum quantitates guolcumque ſurdas ex æquationibus 
tollere licet ope methodi Fermatianæ, eas nempe fingendo 
literis quabuthbet æquales ; deinde, ex æquationibus reſul- 
tantibus tollendo gradatim has literas, per regulas præce- 
dentes, emerget tandem æquatio libera ab omni aſymme- 


tria. Quemadmodum Ii itt 93 Va = ay: = 2a + Vai” 5 


' {cribendo 7 pro Vaj, v pro Ve*—ay, et & pro Vay's ha- 
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bentur quatuor æquationes — v 2 24 + K, Þ = ay, 
v 4 — ay, et x* =ay*, Sed per primam æquationem, 
i - : - 2a T TU. 
Ft 442 + 4ax + 4av + * + 2xv + v2 = =) ay 
Adeoque, ſubſtituendo a* — ay pro v, et tranſponendo, 
* ＋ 4ax — 2ay + 54% —= — 2xv — 4a 
Adeoque RE TR ot x2 + 4ax — 2ay 4 + 54% e 
2x + 44 
Et *. - Bax3 — 4ayx* + 264*x* — 16 + 409% | 442 — 20 + 25a 
"4x* ＋ I6ax + 16a* © 


= (D) 42 ay. Unde ſubſtituendo ay*x 285 *, 8a2y2 pro Sax, 


et concinnando, evadit 
22ax3 + pax + 2442 x + 12ay% — 442 + 13 = & 


Sive, abbreviandi gratia ſcribendo 
A pro 228, B pro 52 ＋ 24a², et C pro 12452 — 4a%y+ gas, 


Erit =» AS EL EE SED 
Adeo que 73 Ax; + Bx? + Cx = © 
Sed x3 — ah =O, . Ax — er: 3 


+: 


* Bx2 TTA 2s 6: 


ABx2 + Bz + BO O A2ay?x2 + ABay*x + ACay? = © 
ABZ + ACx+ AZ =o BCx# + C2x Acc = © 0 


* (B* —AC)x+BC— A*ayz=o (BC— A-) x + C* — ABay'* = 


(Bz — AC) (BC — A2ay?) x+(BC — Az ay) — 
(Bz — AC) (BC — AZ a) * +(B2 FR AC) (Cz — ABay*) = —_—— 


* (BC N — (B= — AC) (G. ABay?) =o 
Sive A3g*y* + B3ay? ＋ C3 mw 3ABCay⸗ . 


Unde ſubſtituendo valores A, B, et C, et A per a, 
prodit æquatio a ſurdis expurgata | 


y* +1008a'y®%—1 4644%y*— 2762a*y*+-3680a*y3+ 291 6a „ 
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„ 
DE PROBLEMATIS INDETERMINATIS. 


99. Hactenus prolatz ſunt quæſtiones quæ tot pariunt 
æquationes quot habent quantitates incognitas, et quæ 
idcirco, ad ſolutionem determinatam ſeu certam perducunt. 
Quæſtiones jam apponemus quæ conditionum inopia la- 
borantes, pauciores præbent æquationes quam quantitates 
incognitas, atque ſolutionem indeterminatam ſeu incertam 


ſortiuntur. 
I. 


100. Datis et miſturæ et mi iftorum gravitatibus ſpecificis, iu 
venire proportionem miſtorum inter ſe. . 


Sint x et y miſtorum moles, à et þ horum gravitates 
ſpecificæ, & ec gravitas ſpecifica miſturæ, et cum gravitas 
abſoluta ſeu pondus componatur ex mole corporis et gravi- 
tate ſpecitica, erit ax pondus prioris, by pondus poſterioris, 
et e Xx pondus miſturæ; adeoque ax + by = ex + ey, et 
tranſponendo, ax — ex = ep — by, five a e * & =I R, 
indeque x:yi:e—b:a—e. Sed cognita jam propor- 
tione molium x et y inter ſe, et gravitatum ſpecificarum a 
et 6, componendo innoteſcet proportio. ponderum miſto- 
rum inter ſe. I 


EXEMPL. Sit @ auri gravitas experimentis hydroſtaticis 
comperta ut 19, 6 argenti Fravitas ut 103, et e Coronæ He- 
roms ut 17. Eritque moles auri in corona ad molem ar- 
genti, ut (e — 6: a — :: 17 — 103 :: 19 — 17 :: 67: 2 
: 20: 6 ::) 10 ad 3; adeoque, pondus auri in corona ad 


. 
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pondus argenti, ut (a X : b x a—e :: 19 x 10 
: 104 * 3 ::) 190: 31; et pondus coronæ ad pondus ar- 
| genti, ut 190 + 31 = 221 ad 31. Innoteſcit igitur pro- 
portio ponderum coronæ et miſtorum inter ſe. Cæterum 
quo eruantur ipſa miſtorum pondera, et quzſtio determi- 
nata ſit, poſtulatur altera conditio, nempe ut innoteſcat 
coronæ pondus, de hoc vero ſilet Vitruvius, loc. cit. 9 12. 


Si miſtura præter aurum et argentum, aliod quod vis 
metallum colliquefactum contineret, etiamſi daretur co- 
ronæ pondus, ipſa miſtorum pondera neutiquam detexiſſet 


Archimedes, ut ex ſeq. prob. patebit. 
PR O B. IL 


101. Datis miſturæ ex tribus metallis conflate pondere, et 
miſtorum gravitatibus ſpecificis, in venire proportionem miſterum 
inter ſe. 


Sint x, 5, , miſtorum puta auri, argenti et æris mo- 
les; a, b, c horum gravitates ſpecificæ reſpective; miſturæ 
autem gravitas ſpecifica g, et pondus þ: & inde duæ haben- 


tur æquationes ax + by + c = þ, et ax + by ＋ 6 
þ — by — C2 


= g +=; OX priore autem elicitur A 


& hoc valore x in alteram ſubſtituto, concinnando prodit* 


7 = ORE . bra» ih Quoniam igitur valoribus x et y 


immiſcetur z, hoc incognito, illi determinari nequeunt. 


102. Sufficiant hæc in ſpecimen ſolutionum problema- 
tum hujuſmodi indeterminatorum. Pergamus jam me- 
thodum generalem ſolvendi problemata de numeris integris 
& affirmativis docere, quam invenit ſummus analyſta De: 
Motvre. Vide Dodfon' s Math. 3 Vol. 2. 


* 


6 
P R O B. I. 


103. 1 valores integri et affirmativi x ei y in en- 
tione 9x — 75 = 13. 


Tranſp. erit 7y = gx — 13 


Ox — I 


Adeoque - y = 3 =x—1+ — ® (quod pa- 


tet dividendo gx — 13 per*7). Si igitur ex 1 valore 5, 
per quæſtionem integro, dematur maximus integer quem 
ſub ſe continet ſcilicet quotiens x — , erit reſiduum 


2x —6. | | 
5 integer. Finge hoc æquari a, et inde erit 2» — 6 


= 74, et & = 5 4 . FD 3a + 3 + — Sed hic valor et 
quoque integer, ab hoc igitur dempto maximo integro 
3a + 3, erit reſiduum © — integer == puta 6, et inde a = 26. 


Comparato jam . integro a abſque reſiduo, regredi- 
endo ſubſtituatur 2b pro a in valorem præcedentem x, et 


prodibit x = I 1X22. = =o =70 + 3, 


In hiſce aurem valoribus x et ,, deſignare 6. poteſt aut zero, 
aut integrum quemlibet majorem 2gro, {ic enim affirma- 
tivi exurgent horum valores, ſecus ſi minorem zero. Sit 
igitur | | 
5 == 0,1 it 430 3 = 3, et y=0 ＋ 2 =2 
7 #37 +3=t, - ;y=9g. +1=11 
D= 2, „14 3 17, 19 +2 = 20, 
&c. &c. 36. -- 


( 87 T 
Hine in hujuſmodi zquationibus fix — gy = h, innumeri 
prodibunt quantitatum incognitarum valores, creſcente * 
per coefficientem y et creſcente y per eee *, in in- 
finitum. 


P R O B. IL 


104. Valente nummo quodam anglico 21 ſolidos, 2 autem 
17 ſolidos, quot utriuſque 100 libras flerlingas perſfolvent ; ſive in 
genere, quaruntur valores integri et affirmativi x et y in æſua- 


tione 21X + I7y = 100 & 20 = 2000. 


21% + 17 = 2000 


2000 — 21x | ] ] — | 
nd * 


Tran et divid. erit y = 


17 | 17 
- IT — 4x 11 — 174 . 25 3 — 2 


Sl tre, adeoꝗ. a 2 4 — 6. 


gubllitudtur jam hic valor | integer a reſiduo vacans, in va- 
lorem x, et evadet 


11-17 * 3 — | 
* ———=176—1o,et y= 
7 7 „EN 


= 130 — 216. 


2000 — 21 x rs 
„ 


Czrerum quo 176 — 10 (= x) __ EE e 
tuendus eſt þ major nihilo, et qu 130 — 215 (= ) evadat 


affirmativus, limitem - = 6 4% haud tranſcendere de- 
bet. Sortietur igitur 6 ſex . integros, ſcil. 


5 — — I, 2, 3z 2 55 6, 
„d 7, 24, 41, 58, 75, 92, 
Adeoque po 109, 88, 67, 46, 25, 44 


U 
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Hinc in æquationibus formæ fx + gy = b, intra certos li- 
mites concludentur valores affirmati vi x et y, creſcente æ per 
coelliciqutens y et decreſcente y per coefficientem x. | 


3% p R O B. III. 


105. Queruntur valores integri et ofirmativi x & y in 
æquatione 5x + By = = 1999. 


Tranſponendo et dividendo erit x = ee, 50 at hic 


valor x per quæſtionem debet eſſe integer, unde pergendo 


ſecundum methodum Moivreanam in 2 præcedentibus adhi- 
bitam, erui poteſt ſolutio. 


106. Citius autem methodo inſequenti integrum quem 
quærimus reſiduo vacantem eruere licet, quam idcirco in 
poſterum uſurpabimus. Sumantur multipli denominatoris 
5 terminis numeratoris 1989 et 8y proximi, five ſupra 


five infra fuerint, ſcilicet 1990 et 10y, eritque 2 — 


integer, adeoque differentia quoque — integer, = Pats 
h . I ———— * *q + , 4 | 
a, et inde evadet y = — Similiter, ab hujus nu- 


meratore dematur multiplus proximus denominatoris 2, 


ſcil. 42, eritque 2 ad integer = puta 6, unde evadet 
a=1— 26. 


Prodibit igitur © y = W-. . 


2 


= $9 — 25 


—— 


5 


——5 
Ka 2 
1 — ow are td 


— — _ 4 — — 
l 2 — 3 1 
U „% EST Eo 2 EO: 
- 8 rr — — . — N AE re 


C vp er "_—_ " - 


( 8g ) 
Ai ob 56 — 2 (= y) affirmati vum, neceſſe eſt ut 6 ſit 


I 
major nihilo, at non tranſcendere debet limitem * = = 50>, 


fic enim negativus evaderet 401 — 85 (=) Sortietur 
itaque 6 valores integros 50, totidemque x et y, ſcil. 
i, i 45-* Me $0 
x = 393: 395» 377% ..... 
y = 3, „  Þ - | 


107. Cæterum notandum eſt in zquationibus forme 
e g=, quo valores x et y emergant integri, neceſſe eſt 


ut coefficientes H et ſint ad ſe invicem primi, aliter enim 


dividengdo per maximum horum diviſorem communem, 
ter minus abſolutus Y evadere poteſt fractionalis, ac 1dcirco 
ſolutio in numeris integris impoſſibilis. Sic habita æqua- 


tione 6x + gy = 17, dividendo per 3 erit 2x + 3 5+. 
 Aliguando contractius folvi poſſunt bujuſmodi ægquationes. 


108. Sic propoſita æquatione 5x + 8) = 152, ubi 
cocthcientium alter ſeilicet 8 fit diviſor termini abſoluti 


152; erit 
5x =(152 — 8 =) 155 * 8 
Adeoque * : 19 —y:8: 5. | 
Erit 1gitur x S8, 16, 24, &c. 
K 90 15. &c. 
Adeoque „ 


109. Propofita æquatione 5x + 8y = 91 =13 Xx 7, ubi 
ſumma coefficientium fit termini abſoluti diviſor, manifeſ- 
tum eſt utramque quantitatem incognitam deſignari poſſe 


as 
— > — 


( 90 ) 
per quotum 7, et inde ex lege incrementi ct decrementi 
prodeunt 1 3 e | | 


25 5 P_ 74 

= 4 B60 6 Dornks 

Aut propoſita æquatione 5x — © 8x = 27 x 3, ubi dif- 
ferentia coefficientium fit termini abſoluti diviſor, mani- 


feſtum eſt et y deſignari poſſe per quotum 27, er inde fa- 
cile habentur reliqui utriuſque valores. | | 


110. Progoſita æquatione 5x + 8 = 198, ubi differentia 
coeflicientium fit termini abſoluti diviſor, finge x + y = 5, 
adeoque 5x + 5y = 5s et 8x + 8& = 8:5, Sed differentiæ 
inter haſce et datam dabunt „„ Hoey , 


3% = 198 — 559, adeoque erit s < 198 == 39 - 
3x = 8& — 198, adeoque erit s > 8 — 24 5 


Conſiſtere igitur debet s inter limites 39 > et 24 % , et quo- 


198 — 5s . 8 — 198 
3 3 


niam y = , quo integri eruantur 


utriuſque valores, debet inſuper g eſſe ex multiplis denomi- 
natoris 3. Erunt igitur, 


25, 30, 33, 36, 39, 
* = 06, 14, 22, 30, 38, 
y = 21, 16, 11, 6, 1. 


„ 
PR 0K ͤ 


111. Valentibus nummis aurtis quibuſdam I 8; ſolidos, 
221 ſol. et 294 fol. reſpective, quot cujuſque claſſis ſumendi ut 

omnium ſumma fit 1000, valor autem 1000 l. Sive, deſig- 
nanlibus x, y, & 2 nummos cujuſque claſſis quaſitos, invenire 
valores horum integros et affirmativos in a@quationibus x + y_ 
+ 2 looo, ct 73x + 91y + 1172 = e 


Nam multiplicando æquationem x + y + x = looo, 
ſucceſſive per 73 & 117, œ»BZ„d e 
73x + 735 + 735 = 73000 | 
e 117* + 1179 + 1175 = 1170 N | 9 


| Deinde ſubducendo priorem ab æquatione 73x + 919 
+ 1172 == 80,000, & hanc a poſteriore, | 


187 + 443 = 7000 "_ 
ur N 
eta = 


4 222 W 
IV | 
18500— 22x - 
22x + 139=18500, | — e 15 4 
a —18z , 
Sed — (= jy) debet eſſe int. eſt autem —— int. 


9 


adeoq. arg & int. adeog. 2 ©", Similiter, 


'=b int. . adeog. a = 4b+1, adeoq. ſabſtit. 
5 Ss + 8 


. . 2 — 
erit differ. 


= 96 + 2. Itemque 
R 2 


3 rr 


TY 


e (= 7 debet eſſe int. eſt autem 2499 207 int. | 
adeoq. diff. = c int. adeoq. x = . —. Et rurſus 
Cons I 


erit differ. 2d integer 44 + 1, et ſubſtit. 


= — = 134 + 3. Itemque 


e ee (S) debet eſſe int. eſt autem BL int. adeoque 


22 2 
9) _ = int. adeoque y = T2, adeoque 
#7. _ f int. adeoque e = . , adeoque 
5 5 — 9 integer, adeoque /= 4g + 2, et 
4 2 33 99 + 4, adeoque 
2 ++ 222 + 5 | 


Inveſtigatis jam valoribus z, x, et y in terminis 6, a, ct g 
reſpective; ob gb + 2 x, manifeſtum eſt quod & defignare 
poteſt aut zero aut integrum quemlibet affirmativum: 
quod perinde quoque verum erit de 4 et g. Hiſce autem 
inter ſe collatis, eruentur limites quidam valorum affirma- 
ti vorum 5, d, et g. 5 

3500 — 22 X gb+2 

9 


Nam, 22g + 10 (29) = 


Adeogq. 229226 374. 
Sive = £&@&+ 5 = 17. Et proinde bet g excedere 


nequeunt 17 reſpeCtive. 


== 384 — 226. 


| Itemque 22g + 10 = * 1418 —2 24, 


Adeoque = g + d = 64. 'Unde 4 nequit eſſe major 
quam 64 nec minor quam 47. . 


Fd 


7 : 


| 


( 93 ) 

Erit igitur Se, , &c. 17, adeoq. 2 S2, 11, &c. 155; 
F 17, 16, &c. % „ 3845 303, &c. 10, 

. 4 47, 48, &c. 64. ox=614, 627, &c. 835. 


e 


PR OBE: 


* 


112. Invenre valores integros et affirmativos x, y, et 2 in 
equatione 178 + 19y + 213 = 499! | 


ee int. ſed 42 mg eſt int. 


„„ integer = a, 
EZ 


Erit x = 


adeoq. y = . int. 2 int. , 0220; 
Unde ſubſtituendo, 

ert ot, EL ESD g = 176 — 28 — 4, 

ot r 


17 
In hiſce valoribus y et x, definiendi ſunt æ et 5. Quo de- 
terminentur igitur limites z, obſervandum eſt, quod 2 ne- 
quit eſſe minor unitate, et fi pro x et y ſubſtituatur in æ- 
quationem datam minimus utriuſque valor ſcilicet 1, eva- 
det xxx 
21 | 


. * e Wh: 8 
=17-, et proinde nequit eſſe 
major quam 17. | | 


Sit nunc 3 = 1, evadet y = 174 — 6, et K = 29 — 196. 


At 6 nequit eſſe zero aut negativus, ſic enim prodiret ne- 


gativus valor y; neque tranſcendere poteſt 72 55 ſic 


[ 94 ] 


enim toret xy negativus. Unicus igitur valor erit 1, etin 


hoc caſu j =:7 —6=11, et x = 29,— 19 = 10. Si- 
militer, tit $ = 2, 3, 4, 5, 6 ſucceſſive, erit ut ante 1, 


unicus valor qui dabit y et x affirmativos, et in his caſibus 
erit y = 9, 7, 5, 3, I, et x = 11, 12, 13, 14, 15, re- 
{pective. 

Sit 2 = 7, $, 9, 10 ſucceſſive, nullum ſortietur valorem 
b, qui non Nicki et x negativ um, et inde rejiciendi ſunt 
hi valores Z. | : 5 


Sit 3 autem = 11, 1 14, bone =2, 3 
5.=6, &- 44:2, et = 1, 1 3, 4 reſpective. Reliqui va- 
lores 2 ſeilicet 15, 16, 17, perinde rejiciendi ſunt. Reſtant 
igitur decem yalores integri et afſirmativi x, , et , ſcil. 

S=I31, 2, % 4 5. ©, 11, 12, 13, 14, 
3. ts: 8, 6, 4, 2, 
. 14, 15, 1, 2, 3, 4. 


P R O B. VI. 
5 


11 3. Invenire valores integros et effrmativos „ & 7 in 
eequatione FX + Ty + 112 = nol | 


Erit Xx == iT LEH. int. ſed, EDS Ait int. 
1 4” 1+2y +2 HEE 


5 = a integer, 
LEEDS S——=2=1 cc. 
adeoq. y = D g 3 = integer, 


et a=26 + = + 1. Unde ſubſtit. 


erit yp = — 
Et 4. WP 7b — 52. 


5 


11 


tranſgredietur, ft 


2. = 1,erit y= 5b+4, et 1 


* , 
7 50 78, 


= 5b 10, 


(Ces) 
Cæterum x nequit eſſe minor unitate, nec major quam 
ee e ee, WR. 18 5 


„ adeoque limites 1 et 18 haud 


8 32 — 756, 


* 27 — 76, 


y=56+12, * 


43 50 14, 


b ＋ 16, 


y=56bT+18,. 
y= 5b+20, 
y=5b+22, 
y=5b+24, 
y= 5b ＋ 26, 


= 5bT 28, 


= gbt+ 30, 
y=g5b+32, 


1 56 f 3a, 
y = 5b+ 36, 


,=5b+38, 


x=—23—7b, 


* —28— 75, 


* ._ HE 3 356, 
x = — 38—76, 
12 —43— 70, 


gt; | 


37 —76, adeoq. b =  0,1,2,2,445» 
TTA 
þ = => 1,0 1, 2, 3, 
| b=—1,0,1, 2, 23 


FF 


b= = TA. 1,0, 


b= MI IT 
* —5.—4.—3, | 


52 —5.—4, 
f 5 = —6, — 5, 


* 


32 —7. 


Dantur itaque 59 pF, b, quibus ſubſtitutis "avi 
PI valores integri et affirmativi y et x, ſeil. 


= 1, } = 4, 9, 14, 19, 24, 29, 
Z =-2, y=1, 6, II, 16, 21, 26, 


Z = 3» J = 3» 8, 19 18, 23, | 


&c. 


&c. 


2 = 18, , 


. 


= 


x = 37s 30, 23, 16, 9, 2, 
* = 39» 32, 25, 18, 11, 4, 
* = 34, 27, 20, 13, 6, 


&c. 


5a — 22 


696) 
P R O B. VII. 


11 4 Nuot modis erogare licet I ooo l. adhibitis folummodo 


nummis 5 ſolidorum, 21 fol. ct 27 ſol. reſpettive. Seu qua 


runtur omnes valores poſſi biles x, y, et Z in a@gquatione 5x + 21y 


+ 272 f = 20,000. 


4+ 22 


. : 20 000—21 — 272 . 1 . | 
Erit x = ——— ; 38 , Da int. et y. 5a 2, 
20, 00 - 21 & 5⁴— 22 — 272 


t = 4000 — 214 + 32. 


5 
Cæterum non poſtulat quæſtio x, , et z in omni caſu - 
ſimul eſſe adhibendos, poteſt igitur horum quivis evadere 
zero, unde erit minimus valor 2 = o, et maximus valor, 
20 O00 
evaneſcentibus ſcilicet x et 5 7 = 740 His cognitis, 
innoteſcunt limites a, nam 


ſi ao e S 5a, unde n minor les 1 | 
fi z= 3 = 5a. — 1480, et major limes à = 
== 5 _ 296. 


valores 2. 
Sit a = 1,erit y= 5 —2z, et x= 3979+3z, 3 ſcil. o, 1, 2, 
a=2, 5210 — 22, * = 3958 T 32, 6 8 ly 2, 3» 4, "IE 
a = 3, y=I5—22, x=3937 T 3z, 8 o, I, &c. 
a = 4, 5 = 20— 22, x=3916+3z, 11 0, I, &c. 
. x= 3895+ 32, 13 Og 1, &c. 
& c. &c. &c. 1 


1 
Manifeſtum eſt quod valores s reſtringuntur tantum per ſe- 
riem valorum y donec numerus abſolutus in ſerie valorum 
x decreſcendo evaſerit Ig quod fiet N terminum 


3272” 


progreſſionis if 1= 190. Sit 


5 7 | valores 28 

4 = 189 = gas 2 31 +3: 473 

a = 190 = 950 — 22 X=10T 32 476 

a=191 y=955 — 22. * — 11 +3: 4% — 3=474 
a=192 F= 960 — 22 #=— 32 + 32 4860—10= 470 
4 = 193 y—=9g65 — 22 x=— 53+ 33 482 — 17 = 465 
a=194 y=970 — 2 x=—74 + 3z 485 — 24 = 461 
a=195 y=975 — 2 x=—95+3z 4% — 31 = 456 

&c. &c. | &c. &Xc. 


„ =295 S 2 x=— 2195 1 3 77 7386 
eee Nr e 2216 + 32 74% s . 


Ad Rn 190 uni rulljut Rabe quod inter valores 2, 
cenſeri poteſt zero, ſalvis valoribus poſſibilibus y et x, poſ- 
tea vero non item, ex eo quod valores x, ob terminum ab- 
N jam negati vum, emergent negativi ſeu impoſſi- 

biles. Porro, ex valoribus ſubſequentibus z ope progreſſi- 
onis ꝙ elicits tot auferri debent quot pariunt negativos 
valores x. Sic in termino 191 ms, tres valores s, ſcilicet 
I, 2, 3 qui negativum exhibent — 11 + 33 =Xx demendi 


ſunt a 47% valoribus ope 955 — 2 =7 comparatis, et 
me reſtant 474 tantum valores. | 


Denique, notandum eſt quod termini 190 N 2, EX 
binis progreſonibus arithmeticis conflantur, ſcilicet 3, 8, 


Y 


( of: ) 


13, &c. et 6, 11, 16, &e. Ex binis etiam termini reliqui 


296 — 190 = 106, ſcilicet 474, 465, 456, &c. et 470, 


461, 452, &c. Quatuor autem progreſſionum ſumma- 
dabit omnes valores 2 et idcirco. problematis ſolutiones, 


4 973 b 

6, 11, 16, 476 2 : + 425 — = 22895 
44. 465, 6 EL X53 — 12720 

470, 461, 2= . . = 12508 


115. Huic quæſtioni 70734 ſolutiones tribuit Simpſon: 
Algeb. p. 200, edit. 2dz. Virum acutiſſimum ſane et cui 
multum debet Matheſis, præ feſtinatione effugit, zero mi- 
norem limitem 9 (ſeu a) deſignare non poſſe. Hoc enim 
poſito, valor generalis y, ſcilicet 57 — 2% evaderet negati- 
vus ſeu impoſſibilis. Pariter lapſus eſt ſtatuendo ſolutiones 
60 problematis penultimi, 59 tantum admittentis; nam 
ubi 2 = 14, unicum ſortietur valorem , ſcilicet 5, et x, 


ſcilicet 7. Sed 


Opere in longo fas ft obrepere ſomnum. 


116. Si quærantur valores integri et affirmativi, , y et z, 
quæſtio 70395 ſolutiones ſortietur, nam quatuor progreſſi- 
ens arithmeticæ evadent 


——B K Sc > IR er e n 3 


| T0 F : 
i 32,9, i * & "a0 Rn 
4§᷑ 9, 14 = = = 474 == 22705 
474, 405, 456 - 6= 12720 
409, 460, 451 - 1= 12455 


70395. 


117. Notandum eſt quod in quæſtionibus trium quan- 
titatum incognitarum folvendis a methodo Moivreana de- 
fleximus, utpote quæ ſolutiones juſto pauciores elicitura fit, 
niſi quantitas = in generalibus valoribus y et x, prodeat 
iiſdem affecta ſignis; aut ſubſtituendo valorem binomium 
ad idem in utriſque revocetur ſignum: cæterum haud raro 
prodibit 2 diverſis affecta fignis, ut in exemplis allatis; et 
aliquando nullo arrificio, notante Dodſon, p. 22, ad eadem 
figna in utriſque revocari poteſt. c 


His veſtigiis inſiſtendo eruere poſſimus ſolutiones æ- 
quationum quatuor quantitates incogniras involventium, 
cæterum quum parum utiles ſint, adjungam potius proble- 
ma cujus uſus in Chronologia egregius. 
; * 


PR O B. VIII. 


118. Invenire numerum quendam qui per diviſores duos Plu- 
7 datos ſucceſſive diviſus, reſidua, fortietur numeris quoque 
atis reſpeftive equalia. 5 5 


Ex. gr. Quotus annus Periodi Fuliani erit firaul tertius 
Cych Solis, ſeptendecimus Cycli Lung, et undecimus Cycli In- 
didiunis; defignantibus nimirum Cyclis hiſce annorum 28, 


19, et 15 reſpective, diviſores datos, et numeris 3, 17, et 


Y 2 


11, refidua data. 


( 100 ) | 
"Sit » numerus qui per 28 et 19 diviſus ſortietur reſidua 


3 et 17 reſpective, eruntque by et "5 e Finge 


* 8 — et y = 3 Unde ocodibir n = 19y + 17 


integer, dempto autem in- 


= 28x + 3, et 8 we 


tegro — erit refiduum 2< 70 5 4 en adeoque 
* = = integer, et reſiduum —.— b integer, et 
a =. tg 4. Unde ſubſtituendo, erit x 195 — 9, 
y = 286 — 14, et „= 532b — 249. Hinc erit 6 affir- 
mativus, & ſubſtituto minimo valore ejus, ſcilicet 1, eva- 
det = 53 — 249 233, qui ütique conditiones divi- 
ſorum 28 et 19 implebit. EZ 


Porro, fi huic numero 283 addatur aut diviſor primus 
28, aut multiplus ejus quivis, adhuc explebit ſumma condi- 
tionem diviſoris primi. Similiter, ſi eidem 283 addatur 

aut diviſor ſecundus 19, aut multiplus ſecundi quilibet, 
explebit ſumma conditionem diviſoris ſecundi; et proinde 
ſi eidem addatur 532 factum ex utriſque diviſoribus in ſe 
ductis, aut quivis multiplus ejus, puta 5322, deſignante 
nimirum 2 integrum quemcunque affirmativum, ne 
explebit ſumma diviſoris utriuſque conditiones. . 


Finge nunc 5322 + 28. 3 conditionibus diviſoris primi et 
ſecundi ſatisfacientem, eſſe numerum quæſitum, atque 
ideipes conditioni tertii 3 diviſoris 15 reſpondere ; ; 


er ae $322 4 283 2 bY integer, adeoque deen incegro 


ee e eee e 


100 


7 4 | . 
. — oe? integer = c, et 3 = = 3 A 


5 
15 


que 1 : = == & integer, et c = d + 2: unde ſub- 


ſtituendo erit z = 154 ＋ 4. Hinc erit d vel zero, vel af- 
firmativus; et minini us valor æ, evaneſcente d. = 4. Eva- 
det igitur numerus quæſitus 5322 + 283 = 2128 + 283 
= 2411, qui nimirum annum periods July gue 
indicabit. | 
4 

Similiter; Datis diviſore quarto reſiduoque abi proprio, 
invenire licet numerum qui conditionibus quatuor diviſo- 
rum ſatisfaciet, ſi numero jam invento 2411 addatur mul- 
tiplus quidam 7980 ex tribus diviſoribus datis conflati; at- 
que ita deinceps. | | 


Sin numerus hoc E inventus minimum \ multiplum e 
communem omnium diviſorum datorum tranſcendat, non 
erit minimus qui cunctas explebit conditiones; dividendo 
autem hunc numerum per minimum multiplum commu- 
nem, reſiduum peracta diviſione dabit minimum. Et ſi 
huic reſiduo addatur deinceps diviſor communis, inveniri 
poſſunt ad libitum numeri Gn problematis conditiones ex- 
ſolvent. =” „ 

119, N jam Kn WW 
torum: quæ ad æquationes ſimplices deducunt, nonnulla ex 
Diopbanlæis, quæ circa numeros quadratos verſantur, e et boy 
quadraticarum reductione pendent,. adjungere libet. 


TT COM 


4 De numeris rationalibus neue asit Diplo tein 
as.” robes 


RY 7 
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* 


() 
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120. Numerum quadratum datum in duos guadratos dividere. 


Sit ae dividendus 25, et q. quæſiti æ et y*, adeo- 
que x* + = 25. Finge jam latus alterutrius quadrati 
quæſiti eſſe zquale ſummæ vel differentiz lateris quadrati 
dati et lateris alterius quæſiti quolibet numero præter uni- 


tatem affecti, puta ) = 5 + zx vel 2x T 5. Quadrando 

igitur hunc valorem 5, er ſubſtituendo pro , evadet 
gc. T 208 + 25 255. | 

Et tranſponendo 5* = + 20x 

Et dividendo + 2 4, adeoque y (== 92 2 ＋3. 


Et horum —_—_— 16 et 9 conficiunt 25. | | 
Similiter, fit ) = 5 — l, per = "EE evadet x =4 
et 5 — IX 3. Sit = z, erit x 3 e 


==+ Sit y =4x— 5, eritque * — 55 et 4 — 5 75 
quorum quadrata Fn 65 et? 55 abſolvunt 25. Atque ita de- 


inceps. Sed quo magis ab unitate recedunt coefficientes x, | 
in 1 Aces 654-4" pope excurrent later N 5 


121. Qs aber Rngtlare Diophanti Athletin in 
hac ſolutione, ohſervandum eſt, 1"*. Latus quadrati dati in 
membrum unum lateris ficti tai” ad tollendum ex 
æquatione reſultante quadrarum datum, quo pacto æquatio 


( 208 £3 


8 i termino abſoluto deprimetur ad ſin- 
plicem, et inde eruetur valor per diviſionem ſolam, qui 


idcirco ſemper erit rationalis. 


2. Debere coefficientem x membri alterius lateris ficti 
eſſe majorem minoremve unitate; nam ſi ponatur unitas, 


orietur valor x in æquatione reſultante zqualis later: ipſius 
quadrati dividendi, et proinde ipſum latus fictum repe- 
rietur nihil. Sic poſito y = 5 — x, per reductionem pro- 


dibitx=5, et 5 —x =0O. 


3. Poſle latus fictum eſſe bissi vel reſiduum, ex 
priore enim emergent latera negativa, ex poſteriore eadem 


poſitiva, quorum utraque æquo jure quæſtionem folvent ; 


utplurimum vero ponitur reſiduum, quam formam ipſe 


adhibet Diophantus. . 


P R O B. II. 


122. Numerum datum ex duobus ** conflatum | in alios * 


duos quadratos dividere. 


Sit numerus dividendus 1 3=4 + 9- Sumptis lateribus 


quadratorum datorum 2 et 3, ponantur latera quæſitorum 


quadratorum x — 2 et 2x — 3. Horum quadrata ſimul 


5%* — 16x + 13 = 13,. et per reductionem prodibit 


6 . 


16, 
5 q and Mags a Ki „ quorum. 


quadrata Ss 2 7 ſimul = 505 5 = 13. At ſi ponantur la- 


25 


tera & + 2 et 1 erit . 13 D 13, et per 


reductionem x = — 1 2 — 32 


104 2 
-at horum quadrata quoque ? = et The conficiunt 13. At- 


que ita ſemper prodibunt bina quadratorum paria, quo- 
rum alterutrum quæſtioni ſatisfaciet, prout latera ficta 
ponantur vel utraque reſidua, vel alterum binomiutn ex- 
iſtente altero reſiduo. | 


123. Czterum cavendum eſt 1. Ne idem ſtatuatur co- 
efficiens x in utroque latere ficto; eee latera quadra- 
torum quæſitorum non prodibunt diverſa a datis. Sic po- 
ſitis x 4 2 et x — 3, evadent latera ee 3 et + 2 quz 
jam data ſunt. | 

2. Ne coefficientes x in utroque latere, ubi have latera 
ſunt reſidua, ſint inter ſe in ratione laterum datorum, aut 
altero exiſtente binomio, in ratione ſummæ datorum late- 
rum ad eorundem differentiam ; alioquin idem ſequetur 
3 ood ſcilicet latera quæſita emergent eadem ac 
data. 


P R O B. III. 


144; Inrvenire numerum quadratum qui adjects quolibet uu- 
mero en ee 


— 


Sit quadiaces quæſitus &, conficiatque quadratum x* + 3. 
Finge latus poſterioris, x — » (deſignante a numerum 
Ly ti th et quadrando, erit | 

[ + 34 „* — 2 ＋ - + 3; 
Ec e ; AS: 2nx=n _ 


Adeoque e Ng Eb d r . Fannie 
, s _ ; d = LET 


5 


. « . 11 12 
Poſito igitur 2 = 6, erit x = 7 : adeoq. x? — : 


29 | | 
* + 3 46 „ nimirum cujus latus eſt of Va- 


riante autem utcunque , variari quailionis ſolutiones ma- 
nifeſtum eſt, Similiter, Invenire licet quadr alum a quo dempto 
numero Ao : efrdunm erit 'uadratus. 


125. In quzſtionibus prioribus negotium erat æquati- 
onem quadraticam ad ſimplicem deprimere, tollendo qua- 
dratum datum, in noviſſimà vero, quadratum quæſitum. 
Aquationum quadraticarum reductionem nuſquam in ſex 
libris Arithmeticorum jam extantibus ex profeſſo tradit 
Diopbautus, harum tamen regulam tali latuiſſe viro mi- 
nime credendum eſt; & ipſe quidem pollicetur, Def. 11. 
ſe quadraticarum ſolutiones poſtea commonſtraturum. 
Satis protecto evincunt problematis inſequentis limitatio- 
nes, cujus ſolutionem mira ſubtilitate expedit Diophantus, 
Lib. 5, Quæſt. 33, illum N e reductio- 
nem cognoviſſe. 
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Epigrammatis propoſitum tale eſt. Emit quidam duos 
cados vini, unius quidem choam drachmis 8, alterius vero 
choam drachmis 5, in uſum famulorum miſcendos ; et 
pro omnibus chois perſolvit numerum quadratum, cui ad- 
dendo numerum datum 60, fit alter quadratus, latus ha- 
bens ſummam choarum. Quæritur numerus choarum 


utriuſque pretii. 


Sit x ſumma choarum, et cum pretium ſummæ + 60 


adæquat *, erit pretium ſummæ x* — 60. Finge hoc 


erogari pro chois 5 drachmarum ſolis, et prodibit nu- 


. * 4 O — 
merus choarum quinque drachmis — ; major quam x, 


(cum x contineat choas aliquot 8 drachmis) erit igitur 
x* — 60 major quam 5x, five & major quam 5 + 60, et 


per reductionem, x major quam 2 + J 60, id eſt, ma- 


jor quam 10,7. Similiter, erit numerus choarum ſolis 8 

ö 8 x2 WOE 60 . | P 
drachmis — — minor quam x, adeoque x* minor quam 
'8x + 60, et per reductionem, x minor quam 1 277. O- 
portet igitur valorem x inter limites 10, 7, et 12,7 inveniri, 
et proinde a fortiori, inter limites integros arctiores 11 
et 12, quos ponit Diophantus. 


Sed altera quoque datur reſtrictio valoris x, ſcilicet, 


quod x* 60 debet eſſe numerus quadratus. Finge igitur 
latus hujus x — y, et quadrando, erit & — 2xy + y* = x* 


„ 
Bn 60, adeoque per prob. Præced. * . . At nc- 
ceſſe eſt 8 (= x) eſſe majorem quam 11, five y* ma- 


80 


jorem quam 225 — 60, adeoque per reductionem, majo- 


L 10% } | 5 


3 . 
rem quam 11 + V1 five 18,7. et pari ratione, — e 


minorem quam 12, five y* minorem quam 25 — 60, adeo- 
que per reductionem, y minorem quam 21,2. Oportet 
igitur numerum aſſumptum y inter limites 18,7 et 21,2. 
conſiſtere, adeoque inter limites integros Diophantaos 19 et 


Puta jam y medium obtinere locum inter 19 et 21, 
ſcilicet 20, et ſubſtituto hoc valore y in æquationem 
* — 2xy + y* = * — 60, prodibit x* — 40x + 400 = x* 
— 60, adeoque x = 11:, et proinde x* — 60 = 132+ 
— 60 = 724. Ergo ſumma choarum fit 11 5, intra limites 


nempe przſcriptos, et totum pretium 721 drachmarum, 


ſcilicet numerus quadratus (utpote latus habens 83.) 


Denique, quo inveniatur numerus choarum utriuſque 


pretii, fit x3 numerus choarum 5 drachmis, et erit 113 — 2 
numerus choarum 8 drachmis, pretium priorum erit 52 
drachm. poſteriorum autem 92 — 83 drachm. adeoque 
pretium ſummæ 52 + 92 — 8s ſive 92 — 33 = 724, et 
proinde 33 = 19, et 3 2 6, et inde 111 — 2 = 41. 
Numerus igitur choarum 5 drachmis evadit 7 , choarum 
autem 8 drachmis 41. | | 


ny 


Alu quoque dantur limites valoris y. Nam 11 + V/6i + 


evadit 18,7 vel 3,3. et 12 + V8; evadit 21,2 vel 2,8. 
Conſiſtere igitur poteſt y inter 3,3 et 2,8. Puta y = 3, et 
ſubſtituendo x — 3 ut antea, exurget x = 114. Sin li- 
mites alterutros tranſgrediatur y, exulabit x a limitibus 


præſcriptis, et numerus choarum vel 8 drachmis vel 5 
drachmis emerget negativus, quod impoſſibile eſt. 


© x 


— 


K 


„ 


126. Pauca. hæc exempla in ſpecimen ſagaciſſimi Dio- 
phanti ingenii ad quæſtiones vel ſpinoſiſſimas expediendas 
ſufficiant. Haud parum quidem intentionis animi lectori- 
bus etiam mathematice doctis requiritur ad ſolutiones com- 
plures Diophantæas capiendas, præter materiæ ſubtilitatem, 
ex eo quod perpaucas notas algebraicas adhibet, adeo ut 
plures ſtepe quantitates incognitæ eadem deſignantur ſpe- 
cie. Sic in propoſitione noviſſima, quanritates quas notis 
x, y, et &, diſtinximus, omnes una ſpecie s deſignat Dio- 
phantns. 5 


427. Quo tempore inventa "FA Arithmetica {ſpecioſa ſeu 
Algebra, in incerto eſt. Hoc ſaltem præſumendum elt, in- 
ventorem non fuiſſe Diophantum, quippe qui medias in res, 
haud ſecus ac notas lectorem rapit, et nullis fere præmiſſis 
principus, quæſtionibus ſolvendis ſtatim ſe accingit. In- 
nuit tantum, idque obiter, quaſi demonſtratione non egens, 
* quod minus in minus dat plus, in plus autem, minus.” 


Et præterea monet, Def. 10, Expedit eum qui hoc nc- 


* gotu fit aggreſſurus, in additione ſubductione et multi- 
* plicatione ſpecierum jamdudum exercitatum eſſe.“ Nifi 


forſan inſtituebantur elementa artis neceſſaria in alio quo- 


dam opere Drophanti jam deperdito, de Arithmetic? JOE; 
de quo meminit Theon. 


128. Priſcis Mathemaricis Platoni, Euclidi, 4 rebimed, 
&c. hanc Artem innotuiſſe, recentiorum contenderunt mul- 
ti. Schooteuius, - Nonus aliique, ad quorum ſententiam ac- 
cedit quoque Wallis, cum certo ſcirent ex demonſtrationum 
et conſtructionum ſubtilitate et elegantia, analyſin gra- 
dam Veteribus probe cognitam eſſe, neque aliam noſſent 
præter eam quæ Algebræ ſpecioſæ ope inſtituitur, nullum- 
que hujus veſtigium ante Diophantum inveniſſent; Veteres 
admirationis aucupandæ temere inſimularunt, utpote qui 
inventa ſua vulgari tantum ſyntheſeos forma tradebant, 


( 109 ) 

hoc conſilio, ut artem ſuam analyticam a Poſteris celarent. 
Luculenter autem conſtat ex Pappi Alexandrini præfatione 
ad Lib. 7, Collectionum Mathematicarum, veteres Geometras 
in ſolutionibus Theorematum & Prob lematum propoſito- 
rum inveſtigandis analyſin geometricam uſurpaſſe; eamque 
plenius expoſuiſſe Euclidem, nempe Elementorum ſcripto- 
rem, Apollouium Pesgaum, Arijlzum ſeniorem, et Erataſihe— 
nem; quorum opera analytica 33 HATS contenta recenier 
Pappus, qui & ipſe naturam analy ſeos & fyntheſeos Wete- 
rum optime explicat. 


Analyſin Veterum ita collaudat Halley 8 er ſimul et 
Algebr Aſta ſam: nus, in Præfatione ad editionem ſuam 4 01- 
lonii Pergai, De Se ane Rationis. 

« Methodus hæc cum Algebra Speciofa facilitate conten- 
e dit, evidentia vero & demonſtrationum clegantia cam 
lounge ſuperare videtur: ut abunde conſtabit, ſi quis con- 
« ferat hanc Apollonii doctrinam De Sectione Rationis cum 
« cju{dem Problematis analyſi Algebraica, quam exhibuir 
* (ul. Wallifius, Tom 2, Operum Mathemat. cap. 54, pag. 220. 
Conſulat quoque lector Appendicem ad Simßſani Conica, edit. 
24a. ubi trium propoſitionum ſolutiones Algebraicas cum 
15 quæ per analyſin geometricam fiunt confetre licet. Miro 
certe veteris analyſeos flagrabat amore Zallcy, qui immane 
quoddam, imo vix credibile eſt auſus, nempe opus inter- 
pretandi Verſione. n Arabicam Apolloni de Sectione Rationis 
( Apollonii opere T:21 23y3 4T9)2uns deperdito) linguæ Arabi- 
cz ipſe prorſus. ignarus! & quod vel Arabice doctiſſimum 
abſterruerit, codex ille peſſimà manu exaratus, punctiſque 
diacriticis deſtitutus, & diagrammatum lineas literis male 
ſignatas & diſtinctas habens, mendis lacuniſque ſcatebat. 
Verüm beneficio ſchedarum aliquot, quas, paucis ante an- 
nis, latine verterat D. Bernardus, Aſtronomiæ Profeſſor Sa- 
vitjanzs, quz, clavis ad inſtar, aditum illi aperuerunt ad 
Apollonii mentem inveſtigandam; ans vocibus illis de 


Logo | 


quibus ex verſione Bernardi liquido conſtabat, dein ad ar- 


gumentum reſpiciendo, & notas obſcuriores iterum ite- 
rumque ſecum evolvendo, quid voluerunt paulatim depre- 
hendit, & hac quaſi deciphrandi methodo totum librum 
perlegit, eundemque denuo pedetentim percurrendo, opus 
integrum abſque alterius cujuſpiam auxilio ad finem per- 


duxit. 


129. Obſervandum reſtat, quod reſolutio æquationum 
indeterminatarum in applicatione Algebræ ad Geometriam 
apprime utilis eſt, cum præcipuarum curvarum æquationes 
ſunt indeterminatæ. Methodus tamen generalis tales ſol- 
vendi hactenus deſideratur ultra problemata primi gradus. 


Licet enim occurrunt ſolutiones problematum ſecundi, 
tertii et etiam quarti gradus apud Diopbhantum ejuſque Com- 


mentatores, ſunt tantum particulares. Qui plura autem 
de hiſce deſiderat, conſulat diſſertationes Euleri, Acad. Pe- 
trop. Tom 6, veter. et Tom q, nov. Et La Grange Acad. 
Berlin. Tom 23. | | 


ANALYSIS X GUATIONUM. 


PAR S TERTIA. 


130. Hactenus expoſuimus miodos ordinandi & concin- 
nandi æquationes, eaſdemque reducendi ſi modo ſecun- 
dum non tranſcendant gradum. Antequam vero reſolu- 
tionem æquationum dimenſionum ſuperiorum aggredia- 
mur, neceſſe erit preparationem equatiouum inſtituere, præ- 
mittendo aliqua de natura radicum & præcipuis tuin 
tationibus æquationum. 


DIA NATURA RADICUM ZQUATIONIS. 


131. Radix ęſi numerus vel ſpecies qui fi in equatione pro 


ſ[pecie radicem fignificante Jubſtunotur, _ omnes terminos eva= 
neſcere. 


Sic æquationis * — * 19 * + 49x — 30 = o, unitas 
eſt radix, quoniam ſcripta pro x producit 1 — 1 — 19 
+ 49 — 30, hoc eſt nihil. Sed 


132. Æquationis ejuſdem plures eſſe poſſunt radices. 


Nam f in hac eadem æquatione & — &, &c. = o, pro | 
x ſcribas numerum 2, & pro poteſtatibus « ſimiles poteſta- 
tes numeri 2, producerur 16 — 8 — 76 + 98 — 3o, hoc 
eſt nihil. Atque ita fi pro  ſcribas numerum 3 vel nu- 
merum negativum — 5, utroque caſu producetur nihil, 
terminis affirmativis & negativis in his quoque caſibus 
ſe mutuo deſtruentibus. Proinde cum numerorum 1, 2, - 


655 
vel — 5, quilibet ſcriptus in æquatione pro x impleat con- 


ditionem ipſius x, efficiendo ut termini omnes æquationis 
conjunctim æquentur nihilo, erit quilibet eorum radix æ- 


quationis. 
Atque ita æquationis x? =-1, ſeu & — 1 o, tres ra- 
— I + — z mow if we — 
nd 5 vel | : 4 2. 


{cribas 1 peo x, producetur 1 — 1, hoc eſt nihil ; fi ſeribas 


— ap 8 1 
D 5 A wb + pro x, producetur 8 — 1, hoc eſt nihil; 


3 | 
V —3 


Sas.- $ . | — 1 * . 
et ſimiliter, ſi ſcribatur - - pro x. In ſpeciebus 


nam ſi 


d: ces erunt I, 


quoque idem fiet; ſic æquationis & — fx (— 5 + g)x* 
+ pix — þÞ*q = 0, ſunt Þ, — P, *Þ + Vier—q vel 
+ 2þ — Vi#* ſradices; nam ſcribendo þ pro x produ- 
cetur . — pt — þ* + pg + 95 — þ*q, hoc eſt nihil; & fic 
deinceps. 

Hinc liquet quantitates reales & impoſſibiles æque fungi 


poſſe munere radicum, efficiendo omnes æquationis termi- 
nos evaneſcere. 8 


133 Tandem vero equationem plures habere poſſe radices æ- 


quam e/t, cum plures eſſæ poſſunt ejuſdem problematis ſolutiones. 
9 34- 


a> 


134. Raro tamen omnes æquationis radices, etiamſi reales 
& affirmative ſint, problema a quo deducta eſt iſta æquatio 
ſolvent. 5 35 & 44. Sed hoc fit ob limitationem aliquam 
in ,problemate quod ad æquationem nil ſpectat. Nam fi 
æquatio non 9 omnes conditiones problematis, 


. 


E 
non neceſſe eſt ut omnium conditionum teneatur limitibus, 
quicquid amplius eſt in problemate quam in æquatione 
poteſt illud limitibus arctare, hanc non item. 9 32. Ve- 
runtamen neceſſe eſt æquationem qua reſpondetur tot ha- 
bere radices quot ſunt quæſitæ quantitatis caſus diverſi ab 
iiſdem datis pendentes, & eadem argumentandi ratione,de- 
terminandi. Nam quiſque caſus diverſus ſolutionem di- 
verſam poſtulat. Et quidem caſus problematum indigitare 
a datis diverſos, eſt proprium munus radicum negativarium. 
943 & 93. Hinc in quæſtionibus geometricis et phyſicis 
radices affirmativæ & negative ad plagas oppoſitas tendere 


ſolent. § 40, 0:45: 


135. Hao æquationum copia ſimul quæſita & non quæ- 
ſita complectentium inveniendis diverſis caſibus ejuſdem 
problematis generalis inſervire poteſt. Nihilominus fa- 


tendum eſt, incommodo ſæpe laborare hanc copiam, ubi 


ſolutionem quæſitam aliis nexam atque implicitam non 


ſine calculo valde operoſo ſecernere atque evolvere licet; 
ut bene quidem monet D' Alembert. Les quantites ne- 


gatives — montrent tout à la fois & la richeſſe de cette 


e ſcience, qui fait trouver dans la ſolution du probleme, 


* juſqu' aux choſes qu'on ne demandoit pas, & en meme 
* tems, fi on oſe le dire, l' imperfection du calcul, qui en 
donnant ce qu'on ne cherche pas, & qu on ne lui de- 
* mande point, ne donne pas toujours ce qu'on lui de- 
mande avec toute la perfection qu'on pourroit exiger. 
* Ceft qui warrive due trop dans les queſtions algebri- 
* ques; la ſolution d'un probleme, qui n'en a quelquefois 
« reellement qu'une ſeule poſſible (dans le ſens on il a ete 


1 eee ft DR | Pore: & comme bono a 


55 
/ 
: 
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avec pluſieurs autres ſolutions de problemes analogues, 
mais differens ; ſolutions qui enveloppant & maſquant, 
pour ainſi dire, la premiere, la rendent plus difficile à 
decouvrir, Ceux qui ont quelque connoiſſance de ce 
qu'on appelle en Algebre la theorie des equations, ſavent 
par experience la verite de ce que nous venons de dire.” 


I 36. Agquationum vero radices ſæpe impoſibiles eſſe equum 


eſt, ne caſus problematum qui ſœße impoſſibiles ſunt exhibeant poſ= 
fibiles, & 34 & 46. 1 


Et hic quidem obſervandum eſt, quod in Algebra 
radix impoſſibilis eſt tantum nota ſeu ſymbolum operatio- 
nis quæ in certo quodam caſu fieri nequit, ejuſque idcirco 
munus eſt gene/in quantitatis quæſitæ, & limites intra quos 
conſiſtere poteſt, indicare: Geometria vero radices impoſſibiles 
proprie non agnoſcit, ex eo quod ſolutio quæſtionis geo- 
metrice tantum expont poteſt ubi fit reals. Ut fi rectæ 
& circuli interſectio determinanda eftet, deſignantibus þ 
perpendiculum a centro in rectam demiſſum, radium 
ductum ad interſectionem, & x diſtantiam interſectionis a 
p, habetur æquatio interſectionem definiens x* = - , 
per Eucl. Lib. 1, Prop. 47. Erit autem interſectio poſſi- 
bilis ſi p fit minus quam r, fin majus, fiet impoſſibilis; & 
æquationis duz radices quæ interſectiones duas determi- 
nant, nempe x = + y/r* i, debent effe perinde poſh- 
biles vel impoſſibiles ut rem ipſam vere experimant. Cæ- 
terum haſce radices geometrice tantum exponere fas eſt ubi 
interſectio eſt poſſibilis. | 


137. Aliquando fieri poteſt, velut in cubicarum cafe 
' trreducibili, quod radices reales fab ſpecie impeſſibili ad- 
umbrentur ; cæterum hoc fit ex eo quod conditiones in ſo- 
lutionem æquationis adſcitæ, fibi in iſto caſu refragantur. 


EE. 
DE NUMERO RADICUM XZQUATIONIS. 


I 3 8. P 6790 æguatio tot FN radices quot ys dimenſiones 
. & non plures; ft modo termint 9. ex of n fee 


us integris conflantur. 1 


Equationem ſimplicem unam ſortiri radicem, a 
cam vero binas, ex Parte I. manifeſtum erat; unde in æ- 
quationibus dimenſionum ſuperiorum, Aal eſſe ratio- 
nem radicum, per analogiam conjicere liceret. Cæterum 
numerus et natura radicum ex ge zeratione æqnaliouis optime 
intelligetur. 777 

Ut ſi ſcire vellemus quomodo generetur æquatio cujus 
radices ſint I, 2, 3, vel — 5, obſervando retrogradam 
compolitionis viam, ſupponamus x ambigue ſignificare nu- 
meros illos, ſeu elle x= 1, x = 2, X = 3, vel X = — 5, 
adeoque per tranſpoſitionem x — 1 o, x — 2 = o, 
: — 3 o, vel „ + 5 = 0. Et multiplicando hzc in ſe, 
prodibit multiplicatione x — 1 in x — 2 hæc æquatio 
* — 3x +2 = o, quæ duarum eſt dimenſionum ae duas 
habet radices 1 & 2; nam ſeripta pro x evadit factor 
Prior 1 — 1 o, vel ſcripto 2 pro x evadit factor poſte- 
rior 2 — 2 = o, unde i in alterutro caſu factum ſub utriſ- 
que nihil erit, ſcil. 1 —3 + 3 Ss. vel 4 — 6 + 2. 
Porro, ductis in ſe tribus factoribus K — 1, x — 2, & 
* — 3, generatur x3 — 6x? + 11x — 6 o, zquatio 
trium dimenſionum totidemque radicum 1, 2 vel 3 nam 
fi x ambigue ſignificat 1, 2 vel 3, evaneſcet primus, ſe- 
cundus aut tertius factor reſpective, at quolibet factore 
evaneſcente evanelcer. factum ſub tribus. mane ducts 

x A a 2 15156 1K Ts 


1 

in ſe quatuor factoribus x — 1, x — 2, x — 3. & * +5 
fit “ — x3 — 1947 + 49x — 30 = o, ut ſupra, æquatio 
quatuor dimenſionum totidemque radicum 1, 2, 3, vel — 5. 
Nam ſi x ambigue, &c. Cum, igitur hæc xquatio ex tot 
factoribus fimplicibus generatur quot ſunt dimenſtones 
ejus, & factor quiſque ſimplex unam ſuppeditat radicem, 
ſequitur eam tot habere radices quot ſunt dimenſiones ejus. 
Non autem plures, cum præter hoſce numeros nullus eſt 
cujus ſubſtitutione factor aliquis evadit nihil; ubi vero fac- 
torum nullus nihil eſt, juod ſub omnibus continetur nihil 

efle non poteſt. Et ſimile et ratiocinium 1 omnibus #- 
date . Nami. tali multiplicatione imaginari poſſu- 
mus omnes generari, quamvis factores ab invicem ſecernere 
ſolet eſſe difficillimum, & ipſum fir quod æquationem re- 
ſolvere & radices extrahere: inhitio: enim” A ha- 
bentur factores. R M FCC 


tung 1118 
Sed e bocare gradus — 8. 


Hic labor, hoc opus. 
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139. Poſſunt quoque æquationes rien n. 
ex alus inferiorum dimenſionum, illarum dimenſiones ſi- 
mul æquiparantium generari. Nam æquationem cubicam 
ex quadraticà & ſimplici in ſe ductis; biquadraticam ex 
cubica & ſimplici vel ex duabus uadraticis in ſe ductis 
generari concipiamus; atque ita deince 8s. Sic e 
„ — 1 - 6 5 Kc. _ Os ſunt | os 5 i | et 


—— — 


So, & 1 Ev. ee vero eee Kc. 
radices erunt radices 15 ey aL” FOOT ATICED 


* 
# * 7 
L135 + Y 


10 vas. Hane Tetlerstie nel gu ationum, in a Gos eh 
falten, en prificipiis Germenicir i per confirmare & itoſ- 


trare jam . N 


1427 
Nam ad quadraticas puras quod attinet, ſi habentur duæ 

quantitates x & 9, quarum major fit x, erit K — 9 
= (* +9) (x — g), per Eucl. Lib. 2. Prop. 5. At fi & fiat 
æqualis , evaneſcet tum x* — g* tum x - 9. Unde legi- 
time concludamus zquationem algebraicam x* - o, 
generari poſſe ex multiplicatione factorum ſimplieium 
x ＋ & x — 9, quorum alter poteſt eſſe nihil. Contra, 
3 22 ee per Zucl. Lib. 2. Prop. 9. 
Minus recte igitur concludamus conſtitui poſſe æquatio- 
nem algebraicam x* + q* = o, neutiquam evaneſcente 


(x + 9)* - (ws a8 aut generari poſſe multiplicatione . 


duorum factorum ſimplicium, cum ex ſemiſumma qua- 
dratorum ſummæ & differentiæ x & g revera conflatur. 
Ergo prodeunt hujus factores K + g i impoſſibiles, ut 
æquum eſt. 5 133% wr on I 
Eadem quoque obtinent in quadraticis affectis. Nam ſi 
data quædam quantitas þ dividatur duas in partes inz- 
quales quarum una fit x, alteram deſignabit 5 — x, et de- 
fignante 9 rectangulum partium, erit q = px — *, per 
Eucl. Lib. 2. Prop. 3, et horum differentia nempe x* — px. 
+ q #quatur nihilo. Unde legitime concludamus zquatio- 
nem algebraicam x* — x + q = o, generari poſſe multi- 
plicatione factorum ox 1 T Vip —q & * — 25 
Vir, quorum alteruter erit nihil, ob x — 3þ = + 
V T37 =7; & quorum uterque erit poffibilis, cum q in hoc 
caſu eſt neceſſario minus quam: pa, per Eutl. Lib. 2. Prop. 
5. Contra, deſignantibus  & 5 latera trianguli angulum 
acutum comprehendentia, p ſegmentum majoris lateris & 
interceptum inter perpendiculum ab angulo oppoſito & an- 
gulum acutum, exponet x* — 2px + q* quadratum lateris 
reliqui angulo acuto oppoſiti, per Eucl. Lib. 2. Prop. 13. 


- 
* e. g „ — —— — * —ͤ—„— th " 


cans; | 


At hoc latus, ſalvo triangulo nunquam evaneſcere poteſt. 

Ergo æquationis x* — 2þx + q o, factores x — þ + 
Vr prodeunt impoſſibiles, cum , in hoc caſu, eſt 
neceſſario majus quam 5, per Eucl. Lib. 1. Prop. 47. Et 
ex hypotheſi impoſſibili concluſionem nne colligi 
mirum eſſe non debet. 


141. Uſum zquationum originalium » — 4 = o, 
** — 20x — 9 = o, in compoſitionem æquationum ſupe- 
riorum dimenſionum, qualem explicuimus, primus pate- 
fecit ingens ille algebræ hodiernæ repertor ac inſtaurator 
Vieta *; qui methodum generalem invenit pro educendis ra- 
dicibus ex æquatione qualibet, zbigue, ut ait, obſervands 
| | retrogradam compoſitionts vim. Hujuſque veltigiis inſiſtentes 
Han rioit, Oughtred, aliique tam noſtrates quam extranei 

uzcunque de hac re ſcriptis mandarunt, a Victa deſumpta 
9 agnoſcere ; judice Halley, Phil. Tranſ. An. 168 7. NL 
190. Ari. 2. Montucla, = -- 

Ex generatione æquationum, regulam inſequentem in 
analyſi multis nominibus Des, 22 uberrimam eli- 
cuit Harriott. | 


Via vir fait ingeniofa & profunda meditatione, cujus vi nihil illi ĩnacceſ- 
ſum in abſtruſioribus ſcientiis, nihil quod acumine ment is poſſet confici, difficile 
confectu fuit. Hujus tale dedit indieium. Bello inter Gallos Hiſpanoſque in- 
#, uente, literz pleræque Hiſpanorum quibus præfectos ad Belgiam de conſiliorum 
2 — rationibus monebant, interceptæ, ob ingentem notarum multitudinem, 
(utebantur enim amplius 500, exoleto & incognito charactere exaratis) eos qui 
vulgo in his rebus induſtriam ſuam exercent prorſus eluſerunt. Itaque ad Vietam 
| | regis juſſu miſſæ ſunt, qui familiari ſibi in ſtudiis gravioribus meditatione illud 
| | : | +.  . totum expiſcatus eſt, & pleraſque deinceps alias maximi momenti, reperto ſemel 
| 
! 


arcano, nullo negotio interpretatus eſt. Quod res Hiſpanas totum biennium 
valde conturbavit. Qui, re tandem per literas viciſſim interceptas deteata, Ma- 
ici: Artibus, nam aliter fieri non ni a at id factum, mw ebenen. 
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Dy COEFFICIENTIBUS & $SIGNIs TERMINORun 
ZEQUATIONIS. 


142. Ubi coefficiens primi ſeu altifſimi termin fit unitat, coef= 
frctens ſecundi termini equations, ft . Zuum ejus mutetur equalis 
/it aggregato omnium radicum ſub ſignis proprits ; ea tertii, æ- 
qualis oggregato refangulorum ſub ſingulis bints radicibus ; ea 

quarti / fignum gius mulctur, equales aggregato contentorum 
ſub ſingulis terni radicibus ; ea quinti, æqualis aggregato con- 
tentorum ſub ſingulis quaternis, Tc. ct denique ca a equalis 
contento unico ſub omnibus radicibus. 


Aſſumamus x = a, x =, „ e, vel „ = d, feu 

tranſponendo, x — 4 2 o, «„ - b=0o, x +c =o, vel. 

x — 4 S o, et ex horum continua multiplicatione genere- 
mus æquationes, ut ſupra. 


* — 2 
* * —5 


LH e. Adustio quadrat. 


Xx +e | 
V 3 
e x + abe= 0. Zquatio cubica. ». - 

„ | £3 $4 

Xx — 4 

+ ab © 
— 2 — Ac + abe | 
28 —b + ad . — abd * ; 
= #7 0 Xx? —_ ＋ acg abed = o. Eq. biquadrat. 1, 
— 4 + bd —+ bd. 
— Of £20 


1 2 


tic deinceps. 
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143. Ex harum æquationum inſpectione conſtat, quod 


. coefficiens ſecundi termini ſub ſignis mutatis, nimirum 


+ 4 + 6 in quadratica, 12 + b —c in cubica, + a + b 


D + 4 in biquadratica, eſt ſumma omnium radicum ; 


coefficiens tertii ab — ac + ad, &c. ſumma rectangulorum 
ſub fingulis binis; ea quart! ſub ſignis mutatis, — abc 
+ ab, &c. ſumma contentorum ſub ſingulis ternis ; atque 
ea ultimi, nimirum + ab in quadratica, — abc in cubica, 
— abcd in biquadratica, contentum unicum ſub omnibus. 


nn — 1 


. . | . . . 2 7 
Et fie univerſaliter : æquationis cujuſcunque x . Px : 


Qs" —*. Rx" 8K c. =o, coefficiens P, ſi ſignum 
ejus mutetur, æqualis fit ſummæ radicum a, b, c, &c. ſub 
ſignis propriis; Q w£qualis ſummæ rectangulorum ſub ſin- 
gulis binis ub, ac, &cc. bc, bu, &c. cd, &c. R, ſi ſignum 
ejus mutetur, æqualis ſummæ contentorum ſub ſingulis 
ternis abe, abd, &c. bed, bee, &c. ode, &c. S æqualis ſum- 
mz contentorum ſub ſingulis quaternis abcd, &c. bede, &c. 
cd, &c. Et fic in infinitum. 


144. Hic obſervundum eſt, quod mutentur ſigna termi- 


norum alternorum a ſecundo incipientium, quorum coeffi- 


cientes ſunt aggregata contentorum ſub impari numero ra- 
dicum ſignis mutatis; reliquorum vero terminorum non 
item. Nam in priore caſu, mutatis ſignis radicum numero 


imparium, mutantur ſigna ſingulorum contentorum, adeo- 


que et aggregati contentorum in unoquoque termino; at 


in poſteriore caſu, five ſervatis five mutatis ſignis radicum 


numero parium, manent ſingulorum contentorum adeoque 


et aggregati ſigna. Sic a * b vel —ax—b=+ab. At 


a * er — a, & = - 7 abe. Et 


4880 


Lena |] 
Cor, I. Hinc cujuſlibet termini zquationis, puta termini 


m, five inter terminos pares five impares inveniatur, co- 
efficiens æqualis erit aggregato contentorum ſub ſingulis 


mn i ͤradicibus, cum ſignis mutatis. Eritque numerus 
terminorum æquationis omnes ſuos terminos habentis, uno 
plus quam numerus radicum ſeu dimenſionum. 


| Cor. II. Si omnes radices æquationis ſint affirmativæ, 
termini alterni a ſecundo incipientes erunt negativi, cæteri 
affirmativi; fin omnes radices fint negative, termini om- 
nes erunt affirmativi. | 


| Cam. III. Si radices ſint partim affirmative partim ne- 
gativæ, præpollentibus affirmativis erit ſecundus termi- 


nus negativus, & vice verſa; æquipollentibus vero affir- 


mati vis & negativis, evaneſcet. Itemque, præpollentibus 
rectangulis affirmativis &c. erit tertius terminus affirma- 
tivus, '& vice verſa; æquipollentibus vero evaneſcet. Et 


ſic deinceps. 


b IV. Si ultimus terminus æquationes deſit, ex 


radicibus ejus una erit nihil, aliter enim non evaneſceret 
contentum ſub omnibus. 81 penultimus quoque deſit, ex 


radicibus duz evaneſcent, aliter enim non evaneſcerent 
ſingula contenta ex quibus ſimul ſumptis conficitur penul- 
timi coefficiens. Si tres poſtremi termini deſint, tres ex 


radicibus evaneſcent. Et ſic nur 


Cor. V. Equationis cujuſcunque terminos nec fractos 


nec ſurdos habentis nokia radix e eſſe poteſt. Nam 
zquationis x" . “ * — & + U=o, 
radix fit. fractio ;- ad minimos terminos ejus reducta; & 


Bb. 


(Ln £4 


3 . «4 2 — 2 
ſubſtituendo 7 pro x, prodidir e ora . 
1 — 1 1 — 2 

Fr 3 n 


— &c. +U=0; deinde aukiplicando omnes terminos 


per b & tranſponendo, erit 7 = f — 4 1 l 6 


1 — 1 f . . 
+ Kc. — Ub S o, cujus membrum poſterins eſt 
t | . s * . 
. . a. 3 . 
integer, adeoque & prius . Unde erit & aut unitas; aut 
3 n 8 8 a ; 
ex diviſoribus a . At in priore caſu non foret F frac- 


tio, nec ad minimos terminos reducta in poſteriore caſu ; 
contra hypotheſin. Poſſunt tamen radices eſſe ſurdæ. Sic 


æquationis * — x — 1 ISS o, radices ſunt TE = Vi 1 


i—vs} : 


2 


1 VI. MAquationis cujuſcunque terminos nec 
fractos nec ſurdos habentis omnes radices non ſurdæ & ra- 
dicum binarum rectangula, ternarumque aut plurium 
contenta erunt aliqui ex diviſoribus zntegris ultimi termini ; 
atque adeo ubi conſtiterit nullum ultimi termini diviſorem 
eſſe aut radicem æquationis aut duarum radicum rectangu- 
lum pluriumve contentum, ſimul conſtabit nullam eſſe 
radicem radicumve ranges aut contentum nifi quod 
{it ſurdum. | 


Cor. VII. E 1 
poſſibiles habentis radices impoſſibiles, fiquz fant, erunt 1. 
Numero pares. Nam ultimus terminus utpote contentum 
ſub omnibus radicibus impoſlibilitate non vacaret, ſi com- 
poſitionem ejus ingrederetur numerus impar factorum im- 


L 123 J 
poſſibilium. 2. Paris cujuſque partes impoſſibiles exdem 
erunt & contrariis ſigns affectæ. Aliter enim hz partes 
per additionem non eyaneſcerent ex termino ſecundo æqua- 
tionis. 3. Paris cujuſque partes reales, fi quæ ſint, erunt 
exdem & iiſdem ſignis affectæ. Nam rectangula & con- 
tenta impoſſibilia ſub finguhs, binis terniſve, &c. radici- 
bus, ex reliquis terminis haud exularent niſi hzc contenta 
forent eadem & contrariis ſignis affecta; ſed factores ho= -ẽ: 1 


rum impoſſibiles per part. noviſſ. ſunt iidem & contrariis = 
ſignis affecti; ergo 2 reales neceſſario erunt iidem & | | 
iiſdem ſignis affecti. ogra 


Neceſle eſt igitur ut kujufinadi æquationum radices im- 

poſſibiles, fi quæ ſint, induant vel formam +a +b ei ubi 

ex parti reali & impoſſibili conflantur, vel + i ubi 
nullam . ſortiuntur partem realem. Ex. gr. 

Aſſumamus x 4 + 5 Mi, x = a — 6 Vi, 
x = ＋ i, vel K = — b. Nin Et ex factorum 
x — 4 NI vel x Fb Mix , continua multi- 
pliggtions Seneremus neee 5 eritque | 


Koa +bY=. | | 0 


— 2ax 88 5 52 = 0, . quadratic. 


X x 2 | 
r — i 
b & + 42 5 — 
x3 EE 37 — * 2 + 52 ET ay . 
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Ubi obſervandum, quod in æquationibus parium dimen- 
ſionum pelluntur quantitates impoſſibiles ex ſecundo ter- 
mino per additionem folam, ex ultimo termino per multi- 
plicationem ſolam, & ex terminis intermediis per additio- 
nem & multiplicationem conjunctim; contra, in terminis 
æquationum imparium dimenſionum ſemper hærent quan- f 
ritates impoſſibiles. | 


Cor. VIII. Aquationis cujufrunque dimenſionis imparis 
omnes ſuos terminos reales habentis erit una ſaltem radix 
realis, cum numerus radicum impoſlibilium ſemper” fit par, ; 
16 cor. praced. 


* 


Cor. IX. Deſignante P, ſi fi ſignum ejus mutetur, * 
mam radicum a, 6, c, &c, ſub ſignis propriis, mutando 
inſuper ſigna alerndranmd coefficientium a ſecundo incipi- 
entium R, T, &c. facile invenire poſſumus ſummam qua- 
| dratoruck, ub en. biquadratorum, &c. ex ſingulis ra- 
dicibus, ope formularum 979. Ut in æquatione &“ — x3 
— 19x* ＋ 49 — 30 = o, ubi coefficiens ſecundi termini 
eſt — 1, tertii — 19, quarti + 49, quinti — 30; po- 
nendum erit + 1 =P, — e Re Jo 
= 8. Et inde orientur | | 


A=P= 1, ſumma radicum. 1 

B= PA - 20 = 1738 39, ſumma a K 5 

C= PB — QA+ 3R= 30+ i19— 147 =— 89, ſumma cuborum. | 
D= hs LN EATING —89+ 141—49+ I e 3, Hi. = 


Nimirum æquationis illius radices ſunt 1, 2, 3&—'x5, et 

harum ſumma 1 +2 + 3 —5 = 1, ſumma quadratorum 

1+4+9 + 25 eſt 39, ſumma cuborum 1 4 8 + 27 
— 125 eſt — 8 „ & Summa biquadratorym:. 1+ 16 +81 
＋ 625 eſt 923: _ 


1 4 


Puno aliter, et commodius quidem, calculum inſti- 
tuit Newtounus; mutat enim ſigna omnium coefficientium, D 
quo. evitetur confuſio (ut videtur) ſi qua forte inter ope- 
randum ſuboriatur, mutandis tantum ſignis coefficientium 
alternarum P, R, T, &c. Dein, quo compenſetur mu- 
tatio ſignorum reliquarum Q 8, V, &c. mutat quoque 


ſigna terminorum formulis in ſingulis negativorum quos 


nempe ſubeunt hæ coefficientes Q, 8, V, &c. quo pacto 
omnes formularum termini prodeunt affirmativi; : ſcilicer, 
| DES 32 e a, &c. 


Cor. X. Facile determinari poteſt numerus conten- 
torum ſab ſingulis binis, ternis, pluribuſve radicibus, 
in unoquoque coefficiente P, Q, R, &c. ope Theorematis 
Binomii. Nam ſi omnes radices a, b, c, &c. Arte inter ſe 


equales, fingulas deſignabit a, eritque (* = — a) = 5 


1d ade Ia e m „» — 1 „ 2 
— 1 f IE X — — oe o 
eng KRA 1 — 2 3 


\ 


_ — 
5 &e. = o, pdeogis P ain ſecundi termint 


1— 1 n 1 — 1 11 — 2 
— = = Pi. — 3 4 © 
A. A no, „ a? Kc. 


1161 | 5 14 $15 3.) 


n— 1, 
Exponer i igitur 7 fummam radicum an. 1 ſummam 


| rectangulorum fab fingulis binis „ ry 


ſummam contentorum ſub ſingulis ternis aaa, &c. Ve- 
rum hoc quoque ita ſe habebit, fi radices a, 5, c, &c. ſint 
inzquales ; cum hæc conditio nec mutabit numerum radi- 
cum ſingula contenta componentium, nec ipſorum con- 
tentorum numerum in unoquoque termino æquationis. 
Ex. gr. Sit numerus — n 4 erit numerus con- 
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tentorum ſub ſingulis binis _ = 6; numerus conten- 


torum ſub fingulis ternis - fo Eo = = ſub ſingulis qua- 
ternis g 4-3 - — = I; ut in æquatione W ſupra 


allata. Eftque hæc regula in inveſtigandis plurium quan- 
titatum combinationibus diverſis admodum utilis. 


Cox. XI. MAquationis cujuſcunque * . Px" , 


32 2 : | | 
Q &c, So, omnes radices reales habentis, qua- 


dratum coefficientis termini cujuſque medii majus erit 
rectangulo coefficientium terminorum hinc inde conſiſten- 
tium, ſi modo hoc rectangulum affirmativum fit. Nam | 


I. Si radices fin exdem & iiſtlem ſignis affect; dee 


— 1 — 1 M — 2 
nabit na, n. 5 a*, n e as, &c. 
3 P, Q, R, &c. reſpedtive; ; per cor. praced. 
atque ideo, rationem trium quarumvis coefficientium ſuc- 
ceſſivarum, ſi dividantur ſigillatim Ker Fim; ex his, ex- 


n—M nn M M — | 
ponet 1, 7 + T a, —_— DEN (ubi 2 Wiſin 


ſeriem 


5 2 
integrum n minorem n 1.) Sed = 4 ſe 


| 1 01 


1 — mM 


* majus an + * e EI 1 1 0 


n ＋ 1 m ＋ 1 For - 4538 D 
„ r | Exgo, quadratum. | Kee: 


majus eſt rectangulo, &c. 


| L007 jÞ | 
i; ThesPL at {int diverſæ at iiſdem ſignis: affectæ, _ 
tis tribus quibuſvis coefficientibus ſucceſlivis, puta R, "> T, 
erunt | | 


Forme terminorum in S?, | erred 
1. a*b*2d* + abc + &c. + bactd*e? + &c. [C4] 
2. a*b*c2de + a*b*crdf + &c. + b*c2dzef + &. [aCg] 
3. ab cd, + a*bzedeg + &c. + b*c*defg + Kc. [C6] 
4. a*bedefs + a*bedefh + &c. + b*cdefah + &c. [C7] 
5. abedefgh + abcdefgh + &c. + bedefah® + &c, [C8] 


De coefficientibus STORES in 85. 


15 apr? ſeu abed & abcd. Cum ex quatuor radi cibus 
quatuor fiunt quadrata, erit numerns combinationum 


4:3: 2:1 — = 1; adeoque quiſque terminus hujus forme 


ſemel tantum occurrit : & totum numerum terminorum 

ejus exponet C ſeu numerus combinationum ſub ſingulis 
m Mo Fc: 

radicibus quaternis in zquatione. (a) radicum, 22. — 


ZR 2 oh — 3 , per cor. praced. 


2. a2b2c2de ſeu abcd x abee. Cum ex quinque radicibus 


ternæ quævis fiunt quadrata, erit numerus combinationum | 


| 275 LS. ; quarum quæque bis occurrit, cum binz reliqua 


raddicrs Wodie — in factoribus diſpeni poſſunt, ſeilicet | 


7 228 J 
; abel x abce vel abce  abcd: erit igitur coefficiens termini 


75 
| exjuſquy - 55 —.— * 1 = puta a, & totus numerus termi- 
norum hujus formæ, a Cy. 


3. abc ſeu abed * abef. Cum ex ſex radicibus binæ 
127085 fiunt qundrata, prodit numerus combinationum 


' 


| 7735 & quatuor reliquæ modis 2 2 in factoribus diſponi 


| poſſunt: merit igitur ene termini e hujus for- 


ma 2 5 X _ 3 = 3, & totus numerus terminorum, Cb. | 


| Similer, | 1 
4. aabedgſg ſeu abed X 1 Rein coefficiens termini cu- 


. juſque pages forme Ul X 5 = 97, & totus numerus 


terminorum C07. 


5. abcdefah ſeu abcd X "0 Erir coefficiens termini cu- 
98 5-464 


[> 2. 3 » 


juſque hujus formæ = 4, & totus numerus 


terminorum 408. 


Formæ termineorum in RT. 


1. a*b*c2de + a*Þ*c2df + &c. + Sf + &c. [taCg] 
2. bac + a*Bicdeg + &c. + Bc def + 8&c. © [C6 
3. a®bcdefs + a*bedefh + 8&c. + hcdefgh + &. [Cy 
4. abcdefgh + abcdefgh + & c. + hedefghk + &c. [C8] 


[129] 
Ubi obſervandum, quod omnes formas in 80 præter 
primam ſortitur RT. | | 


* 


De coefficientibus formarum i in RT. 


$:4:3 =) 


1. ab , ſeu abc & abcde. erit coefficiens 3 * &, 


adeoque totus numerus terminorum, 1 5. 
2. a*b*cdef ſeu abe xabdef. coeff. erit 22 * 1 = 3B, adeoq. &. 
3. @&*bcdefy ſeu abcxads cfg. coeff. erit: * 6-5 = Y adeoq. &c. 


@77 
4. abcdefgh ſeu abex d; b. coeff. erit No — 9— 79, adeoq. &c. 


1-2-3 

Hinc erit | 
$=Cz + aC5 +" c + 507 + 4C8 
| RT — + 2 C5 .+ 806 + 2yC7 + + 1908 


8'—RT= C4 + taC5 tec + 3yC7 + 34C8. affirm. 


Et ſic univerſaliter, deſignante * ſummam productorum 
ſub ſingulis (n) radieibus in æquatione (z) dimenſionum, 
& deſignantibus a, g, , J, &c. correſpondentes coeffici- 


entes numerales quantitatum C + 1, On + 2, Cm + 3, &c. 
erit, Y* — XZ = Cn + li + 0 + Cn 
&c. uſque ad m + 1 terminos. Ergo, &c. | 


III. Si radices fint diverſæ & diverſis ſignis affectæ; 
ingentem æquationum varietatem, hunc caſum unterahter | 


demonſtrare . ee n . _ ita per in- 
ductionem cn iP 


© 8 
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In æquatione quadratica * + px + J So, ubi radices 
ſunt reales, erit 15 æquale aut majus quam , five p'“ - 
quale aut majus quam 49, per 5 oy. 8 4 fortiors, | 
5 majus quam 9. ; 
Et multiplicando quadraticam x* + px + q =0 per 
x — © = ©, generabitur æquatio cubica & + (5 —c) 
x* + (7 — pc) x — 9c o, & deſignante m numerum æ- 
alen aut majorem quaternario, erit 


P = * e = mq — 2þc + 
. -1z 1 


Adeoque P — Q= m—14q — Pe + a5 | affir. 


Ubi g — pc eſt affirmativum, per hypoth. et << q eſt 
majus quam g, adeoque m — 1 q pc eſt affirmativum, & 
à fortiori, n — i — Pc + c* affirmati vum. 


Erit quoque 


Pic — 2þge + g* = mge? — 2þge + 
PR = . 
Q'—PR= r psc +9 affirm. 
Et ſimiliter probare licet in æquatione cubica (* — -fx +9) 
(x + c) = ©, &a. 
Multiplicando autem 8 x2 + px ＋ o per 
| quaint * — gx + þ = o, generabitur biquadratica . 


ee eee 
adeoque ob 2* = vel > . = = puta b, erit 


* 


Ea 1 
P. =þ* — 2þg + g* = mg — 2þg + nb 


— $z 


4 — 
A deo. P Dre 
Itemque, 


2=p2gi— 2pg(g+b)+(g+b)2=(mn+2)gb— 25807 K f ib 
3 2g (q+h)+ gg* = (m+n)gh— pa(qt+ 4) 


Adeoqg. = PR (m +2 — m+n) gb—fg (g+8) +77 +h2, 


affirmativum nempe, ob mn +2 — FF majus quam 


n, cum m & n ſint quaternario majores aut ſaltem æ- 
quales, reſpectivs. Itemque, 

R* =þ*b* — 2pghg + 9*g* = gh — 2pqggh + _ 

2 — oy BEE han i 


— 0 = i; 7 | — 75. — pagh +5 gb | 


* 

Et multiplicando biquadraticam x* + ( pb -) + &C. 
Dc per x - ego, in æquatione reſultante x5 + 6 — -e) 
* + (7 — pg T — pe + & x3 + &c. o, erit 
| P*=þ* —2pg—2pet 2ge+g7 +62 aN ego nb He- 
= q—fg—be+ge+hb _=q +1X-pg-petge +6 


—Q=. 1 9 +1 Art ker il e 
| TE * ſic deinceps. ” 
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Cor. XII. Hine in æquatione quacunque fi quadratum 


coefficientis termini cujuſvis medii fit zquale aut minus 
rectangulo coefficientium terminorum hinc inde conſiſten- 


rium, ubi hoc rectangulum fit affirmativum; indicio 


eſt, æquationem radices impoſſibiles ſortiri. Veruntamen 
non valet conver/a, ubi enim radices ſunt impoſſibiles, po- 
teſt quadratum &c. majus eſſe hoc rectangulo. Sic in #- 


quatione quadratica x* + px + o, radices erunt im- 


poſſibiles ubi +* fit minus quam , at falva hac conditi- 


one, poteſt eſſe p* majus, zquale, vel minus quam 9. 


Hinc quoque defectus termini cujuſvis medii, ſi modo 
termini hinc inde conſiſtentes iiſdem ſignis afficiantur, eſt 
nota radicum impoſſibilium. Nam quadratum, &c. in hoc 
caſu evaneſcit, atque 1deo minus prodit rectangulo, &c. 


Dx NUMERO RADICUM AFFIRMATIVARUM & NEGATI- 
VARUM * 


145. Auatio cujuſcunque dimenſionis cujus nltimus termi- 
nus oft negati UNS, unam Jaltem Babet radicem realem & affir- 
mativam. 

Nam in æquatione «K « 5 U 2 A ſi x fit nihil, 
evaneſcentibus omnibus terminis præter ultimum, erit va- 
lor reſultans negativus; contra, creſcente x a nihilo ad 
magnitudinem infinitam uſque, terminis affirmativis tan- 
dem exſuperantibus negati vos, valor reſultans erit affirmati- 
vus: ergo iſte valor affirmativus x qui inter creſcendum 
efficiet omnes terminos ſe deſtruere, erit radix. 


146. Equatio quæcunque dimenſionis imparis cujus ultimus 
terminus ęſt negativus, unam ſaltem habet radicem realem & af- 
firmativam, per en. 


: W SiG ed onde Pye” IS 4 4 * — ARPeor mere arr 1 te I 


if ao; 
3 ft ultimus terminus fit affirmativus, unam faltem habet 
radicem realem & negativam. 


Subſtituendo enim — x pro + x, primus terminus evadet 
negativus, & terminis omnibus novæ æquationis ad alteram 
partem tranſlatis, quo terminus altiſſimus evadat affirmati- 
vus, fiet ultimus terminus negativus, nova æquatio igitur 
ſortietur unam radicem realem & affirmativam, & proinde 

data =quatio unam realem & negativam. 


147. quatio guæcunque Al bonn paris cujus en ter- 
minus eſt negativus, neceſſario habet duas radices 1 85 unam 


affirmativam, alteram negativam. 


Habet enim unam radicem affirmativam, per & 145., Et 
ſi ſubſtituatur & pro + x, cum terminus altiſſimus (ut- 
pote dimenſionis paris) fit affirmativus, nova æquatio habebit 
unam radicem realem & affirmativam, adeoque data æqua- 
tio alteram e radicem realem & negativam. 


148. iquationis cujuſcunque unam tantum mutationem ſigno= 
rum de + in — habentis, unica crit radix realis affirmativa. 


Nam quoniam ultimus terminus in hoc caſu, neceſſario 
erit negativus, æquatio unam habebit radicem realem af- 
firmativam, per \ 145. 


Quad fi X deſignet ſummam terminorum a affrmativorum, 
& Y ſummam negativorum, fiet æquatio X — Y = ©. 
Et quoniam per hypotheſin, eſt una tantum mutatio ſig- 
norum, manifeſtum eſt, quod minima poteſtas x in poly- 


. | m . 
nomio X, puta &, neceſſario tranſcendet omnem poteſta- 


tem x in polynomio Y. Adeoque dividendo per x", quan- 


you 


X 


Grange Beru. Acad. an. 1769, P. 314. &c. 
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— 0 5 X $7 8 þ | - 
titas —- continebit ſolummodo poteſtates affirmativas x, & 


, 
* 


Y z | : L 
beer poteſtates negativas x. Unde ſequitur, quod creſcente 


vel decreſcente x, perinde augebitur vel minuetur valor 


X 
=; niſi X terminum unicum, nempe altiſſimum conti- 


. o o X ; : i 
neat, quo in 1 non variabitur . Contra, creſcente 


| we | 
, neceſſario minuetur r wy decreſcente vero x, au- 


* 


gebitur. Sit jam a radix realis affirmativa æquationis, 


X 


eritque * = a, R = Y, itemque rr. Adeoque 


* ; K 


ſubſtituendo pro x numeros majores quam a, erit ſemper 


755 > adeoque — CE ſeu X — Y affirmativum ; 
& fubiuends pro x numeros minores quam a, erit ſemper 


72 4 — D adeoque X — negativum. Ergo impoſſibile 


* ** 


eſt æquationem ſortiri radicem majorem minoremve 
quam a Y 


' * Vide Difert. Sur la reſolution des æquations numeriques, par M. De la 


I 685 ] A | 

149. Æguationis nullas radices impoſſibiles habentis tot ſunt * 
radices affirmative quot fignorum in continua ſerie mutationes 
de + in —, & de — in +; cetere negative ſunt. 

Hanc regulam in æquationum tranſmutationibus & li- 
mitibus inveſtigandis perutilem, tentando & inductione 
autorem inveniſſe, ſive Harriott fuit, ſive ut pleriſque pla- 
cet, Carteſius , veriſimile eft. Demonſtrationem ejus, ex 
generatione æquationum, ita colligere licet. , | 

In zquatione ſimplici x + 4 = © eſt una variatio ſig- 
norum de + in — ubi radix eſt affirmativa, & una ſucceſ- 
fio de + in + ubi radix eſt negativa. | 

Et ſi multiplicetur x +a =o, per x —b=o, in æquatione 
quadr. reſultante 2 - 4b Do, cujus una radix eſt affir- 


mativa & altera negativa, prodit ſeries ſignorum +, +, —, 
prout a fit majus, æquale aut minus quam 6, ſcilicet, vel 
+, +, —, vel +, —, ; adeoque in utroque caſu, una 
variatio ſignorum de + in —, & una ſucceſſio, vel de + in +, 
vel de —in —. W 


His veſtigiis inſiſtendo demonſtrare poſſimus regulam in 


æquationibus cubicis, ut facit M Laurin, Algeb. Part. 2, 
920. Verùm methodum eandem proſequi in æquationi- 


* Regulam ſic effert Carteſius, Geom. Lib. 3, p. 70. Ex quibus etiam cog- 
«« noſcitur quot veræ & quot falſæ radices in unaquaque æquatione haberi poſ- 
ſunt. Nimirum, tot in ea veras haberi poſſe, quot variationes reperiuntur ſig- 
« norum ＋ & -; & tot falſas quot vicibus ibidem deprehendentur duo ſigna 
« + vel duo ſigna —, quæ ſe invicem ſequuntur.” Contenderunt nonnulli 
Cart:fio latuiſſe limitationem regulæ ad æquationes quz omnes radices habent 


reales; at minus recte, ut ex ipſius verbis colligere licet, ex quibus, nimirum ex 


eneratione æquationum radices reales habentium, de quibus paulo ante egerat ; ._ .. 
itemque ex eo quod non ſimpliciter adhibet haberi, at cum reſtrictione, haber 


— 


| Poſe, nimirum in caſu prædicto. 
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bus altiorum dimenſionum, propter ambiguitatem ſigno- 
rum terminorum ſucceſſivorum, impoſſibile foret. De- 
monſtratio autem fiet univerſalis ope Theorematis inſe- 
quentis, quod ex Meditationibus Algebraicis D. Waring, p- 74- 
eXpremmus. 


150. Ub; equationis radices nulle impoſſibiles 3 % multt- 
Flicetur æquatio per x — p = p, ut una adbuc radix effirma- 
tiva addatur pi voribus, augebitur unitate numerus mutationum 
Sigorum in nova @quatione ; quod fi multiplicatio fiat per x + p 
= o, ut una adhuc radix negativa addatur prioribus, idem erit 
numerus mutationum ſignorum in nova ac in data aquatione. : 


Sit «c — PE — Or TRY as + &c. =0 


** — 
EFF 


Hic obſervandum eſt, quod binz partes coefficientis ter- 
mini cujuſque novæ æquationis jiſdem afficientur ſignis, 
ubi termini imminentis & præcedentis in data æquatione 
ſigna ſunt diverſa; contrariis vero afficientur fignis, ubi 
termini imminentis & præcedentis ſigna ſunt eadem. Sic 
coefficiens ſecundi termini novæ æquationis eſt — P — 5, 
exiſtente ſigno ſecundi termini datæ æquationis negativo, 
primi autem affirmativo; at coefficiens tertii termini eſt 
— Q + pf, negativum nempe, inſtar termini imminentis, 
1 Q fit majus quam pP, affirmativum fi ſecus. 


Unde, fi trium pluriumve terminorum ſucceſſivorum 
datz zquationis ſigna fint eadem, erunt duorum pluriumve 
terminorum ſucceſſivorum novæ æquationis ſigna ambigua. 


_ 
” 3 
9x — ———— — , . 6 — 
—_— — CHI 72 
. D 
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Quod fi talium cujuſlibet ſignum diverſum prodeat a ſigno 
termini imminentis datæ æquationis, termini proxime in- 
ſequentis quoque ſignum diverſum erit a ſigno termini huic 
imminentis. 185 2 Sit terminus quintus novæ æquatio- 


— EE. 


uis (8 — AR) x” | * negativus, 


Erit”'= = = = - 8" minus quam PR 
Sed per Cor. XI, ſh RT minus quam 8“ 
Adeoque - — RST minus quam RS? 
| Se | mi n r 1 minus on coy | 
Ki t 8 terminus 9 (r — 78) „ negativus crit. 
Et ſic Aar lens. Erit * ſeries fignoram 


1 


0 Xquats +, —, —, +, ha +5 +3 &c. 
novæ æquat. +, —, T, +, —, —, , &c. 


Nimirum a termino primo ad quartum, idem eſt nume- 
rus variationum in utriſque, idque ſive tertius terminus 
novz æquationis fit affirmativus five negativus ; a quarto 
vero ad quintum in nova æquatione, accedit una, variatio 
quæ non eſt in data; in reliquis terminis idem prodit nu- 
merus ſucceſſionum i in utriſque. Ergo, &c. 


Simili ratiocinio conſlat, quod ſi multiplicetur æquatio 


* . — Rc. So per x +5=09, idem reſulta- 


bit numerus mutationum nn in nova ac in data æ- 
quatione. 1 
Sic multiplicando nen * + px +q=0o per 
Xx — C=O, in 1 #quatione cubica reſultante x? + (p — c) 
| D d 


— — 
—  ———_ 5 * 


N 
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x2 + (7 — pc) x —qec = 0, cujus una radix eſt affirma- 
tiva, reliquz negative ; fit þ majus quam c, poteſt eſſe g 
majus vel minus quam pc, adeoque ſeries fignorum +, *+, 
+, —. Quod ſi þ fit minus quam c, erit quoque 7 minus 
quam pc, & ſeries ſignorum +, —, —, —. Nimirum in 


utroque caſu una variatio ſignorum & duæ ſucceſſiones, ut 
æquum eſt. Atque ita in æquationibus altiorum dimenſi- 
onum regulam demonſtrare licet. 


181 Ubi vero radices ac impoſſibiles * non va- 
let regula Cartefiana, niſi quatenus impoſſibiles iz quæ 


nec negative ſunt nec affirmativæ pro ambigurs habeantur. 


Ur in æquatione x* + gx — o, interponendo + ox? 
quo compenſetur defectus ſecundi termini, erit ſeries ſig- 
norum vel +, +, +, —, vel +, —, +, —; nimirum 
in priore caſu, ſi ſigna ſpectes, una radix affirmativa & 
duz negattvæ, in poſteriore, tres affirmative. Sunt ergo 
duæ impoſſibiles, quæ pro ambiguitate ſua, priore caſu nega- 
tivæ, poſteriore affirmativæ eſſe videntur. 


Aliquando augendo numerum radicum æquationis dete- 
gentur radices impoſſibiles, ſi Ka in ea deliteſcunt. Sic in 
æquatione x* + N + 3px — q o, ſigna indicant radi- 
cem unam eſſe affirmativam, & duas negativas; multipli- 
cando autem per x — 25 o, prodit &“ — herz + þ*x 
(— 6p) — 9) * + 2þg == o, quæ habere deberet duas af- 
firmativas ac duas negativas radices, habet tamen fi muta- 
tionum ſignorum ſpectes, affirmativas quatuor ; ſunt ergo 
duæ impoflibiles. Cæterum in his & talibus exemplis ra- 
dices 3 exiſtere, EX Cor. XII, ſtatim 1 1 


152. Regulam 1 faciler a tradir Nexetomus | pro inveni- 
endo numero radicum 3 impoſſ bilum, at minus accuratam, 


4 
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quam ideireo prætereundam cenſui. De hac tale profert 
judicium Waring, in hiſce verſatiſſimus, Med. Algeb. p. 47. 

Hæc methodus in quadraticis æquationibus verum præ- 
bet numerum impoſſibilium radicum; in cubicis autem 
probabilitas inveniendi impoſſibiles radices non videtur 
majorem habere rationem ad probabilitatem fallendi 
quam 2 ad 1. In æquationibus autem multo ſuperiorum 
* dtmenſionum verum 3impothbilium radicum numerum 

perraro deteg ett 
Sic 3 in æquatione & — ar + 4 = a, weren ſubſchip⸗ 
torum ſeries. ſecundum regulam Nezetoniauam, indicaret 
nullas dari radices impoſſibiles, licet factorem quadraticum 
habet x* 2 + 2 = © cujus radices per eandem reg. ſunt 
impoſlibiles. 


Ds TRANSMUTATIONIBUS ZQUATION Unt. 


153. I. /Xquatlionis cujuſvis radices omnes affirmativas in ne- 
gativas, & negativas in affirmativas mutare. 


Fiet hoc mutando tantum ſigna terminorum alternorum 
a ſecundo incipientium. Nam fi ſubſtituatur — x pro + x 
in æquatione quacunque dimenſionis paris, mutabuntur 
ſigna terminorum alternorum a ſecundo incipientium, quos 
nempe occupant impares poteſtates x ſignis reliquorum 
manentibus. At fi ſubſtituatur — x pro x in æquatione 
dimenſionis imparit, mutabuntur tantum ſigna terminorum 
alternorum a primo incipientium, adeoque tranſponendo , 
omnes terminos cum ſignis mutatis, quo terminus altiſſi- 
mus novæ æquationis evadat affirmativus, mutabuntur, ut 
ræcedenti caſu, figna weren alternorum tantum 

at indo 1 incipientium. | 


D d 2 


%% ] 
Sic æquatio &“ - X — 1 ＋ 49 3o == o, cujus 
ſi ſigna ſpectes, tres ſunt radices affirmativæ, mutando 


ſigna ſecundi & quarti termini, fit x* + & — 19 * — 49x 
— 30 So, ejuſque radicum una tantum affirmativa, reli- 


quæ negativæ, ut æquum eſt; adeoque in priore caſu, 
prodeunt radices ＋ 1, + 2, + 3, & — 5, in poſteriore, 
— 1, = 2, — 3, + 5, mutatis nimirum radicibus affir- 
mativis in negativas, & vice versa. 

Sic quoque æquatio & — 4x* + 4 — 2K — 5X — 4 
= o, tres radices affirmativas habens, mutando ſigna ſe- 
cundi quarti & ſexti termini, fit x* + 4“ + 4x* + 2x* 
— 5x + 4 o, cujus tres prodeunt radices negative, re- 
liquæ athrmative. Ex quinque autem radicibus duz ſunt © 
impoſſibiles, quz in priore æquatione inter affirmativas 
latebant, in poſteriore latent inter negativas ; ita ut his 
deductis reſtet unica tantum radix vere negativa. 


154. Poſſumus quoque ſupponere radicem æquationis ex. 
cognita & incognita aliqua quantitate vtcungue compont, & 
perinde pro ea ſubſtituere quod zquipollens eſſe fingitur.. 
Et hoc pacto tranſmutationes aliæ eliciendæ ſunt quæ di- 
verſis uſibus inſerviunt. 


155. II. Radices æquationis data quadam quantitate augere, 
vel diminuere, vel de data quantitate ſubducere. 


Supponamus radicem æquationis zqualem eſſe ſummæ 
vel differentiæ cognitæ & incognitæ alicujus quantitatis, 
deinde, ſubſtituendo pro radice in æquatione data id quod 
æquipollens eſſe fingitur, emerget æquatio nova cujus ra- 
dices evadent majores vel minores radicibus datæ hac cog- 
nita quantitate. Sic in æquatione & — pr + gu , o, 
ſi fa cognita quantitate c augeri vellem, ponendo 
x +c=y, & perin e ſubſtituendo e pro x, &. emere 
get æquatio, 


1 4 1 
K — m — zey⸗ + 3c2y — 6 | 
o wn a 
. +.9x E » m 
— 7 — 17 : 
Et ſimiliter, ſi radices cognita quantitate c diminui vellem, 5 
ſubſticuendo y + c pro x, aut ſi radices de cognita quan- 


titate c ſubducere vellem, ſabſlruds c—y pro x, fiet 


1 quæſitum. 


Atque in genere, radices æquationis (2) made 
augere, &c. poſſumus cognita quadam quantitate c, ſub- 
ſtituendo pro poteſtatibus : x ſingulis in terminis .£quation1s 


datæ poteſtates correſpondentes binomii y + c, ductas in 


ſingulorum terminorum coefficientes P. 7, 1 . Me. mo - 


f. pective. 


156. Cæterum aquativnis tranefarmara termini abbque 


involutione facile conflari poſſunt. 


a 


Nam ſignis terminorum probe obſervatis, ſubſtituendo 
tantum c pro x in æquatione data habebitur terminus ul- 
timus. Et multiplicando termini ultimi partem- unam- 
quamque per indicem c in. iſta parte & dividendo factum 
per c, habebitur coefficiens. penultimi. Dein rurſus mul- 
tiplicando penultimi partem unamquamque per indicem c 
in iſta parte, jam unitate minorem quam. prius, & factum 
dividendo per ac, habebitur coefficiens antepenultimi. At- 
que ita, ſemper multiplicando termini noviſſimi partem 
unamquamque per numeros unitate minores quam prius, 
& factum dividendo per c ductum in numeros unitate ma- 
jores quam prius, habebitur termini e coefficiens. 


157. Atque ita Newtonus methodum generalem inveſti⸗ : 
gandi limites inter quos conſiſtunt radices æquationum do- 
cens, brevitatis ſtudioſus, ex ipſa æquatione data, tan- 


* 


nn 5 [ 142 
- quam ex termino ultimo, coefſicientes terminorum rehquo- 
rum æquationis trans formatæ immediate deducit. Mulli— 
hlicando utique equationts terminum unumquemque per numerum 
dimenſionum ejus, & dividendo faftum per radicem æqualionis, 
Sc. Niſi quod facta ſucceſſive prodeuntia dividit per ra- 
dicem æquationis ſolam, quz dividi debuerunt per duplam 
radicem, triplam radicem, &c. reſpective. Et proinde, 
. minuendi gratia, terminos reſultantes per maximos divi- 
ſores communes, ſiquos ſortiuntur, inſuper dividit. 


158. 1. Hoc fatto efficere poſſumus ut radicum aligue vel 
omnes gue prius erant negative evadant affirmative, augendo 
utique radices donec augmentum c aliquos vel omnes ra- 

dlices negati vas tranſcendat ; vel etiam vt ex affirmativis ali- 
gue vel omnes evadaiit negative, minuendo utique radices, 
donec decrementum, &c. Nam ſi omnis valor y fiat affir- 
mativus, neceſſe eſt ut x + c = y, fit affirmativus, adeoque 
ut c majus fit omni radice negativa x. Arque ita in cæ- 
teris. 

Sic in æquatione x* — x3 — 19x* + 49x — 3o=o, ti 
radices unitate augeri vellem, ſcribendo y — 1 pro x, æ- 
quationis prodeuntis y* — 5 — fo + Boy — 96 = o, 
radices erunt 2, 3, 4, — 4, quæ prius erant 1, 2, 3, — F, 
unitate jam factæ majores. Pro x vero ſcribendo y — 6, 
prodiiſſet æquatio y* — 255 + 215y* — 693y + 504 = o, 
cujus radices fuiſſent 7, 8, 9, 1, omnes nimirum affirma- 
tivæ. Quod fi pro x ſcripſiſſem y + 1: prodiiſſet æquatio 
* + 5* — 10 —> y + Y o, cujus radices ita di- 
minutz evaſiſſent — f, +4, + 15, — 6:, duz nimirum 
affirmative ac duz negative. Et pro eodem ſcribendo 
2 + 4, radices jam numero quaternario diminutz in æ- 


„ 5 — -. 
— oe ac > oro 83 ws — gp es RIS —ͤ— 
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quatione reſultante * 1 + 65y* + 1ogy + 54 —Y 
evaſiſſent — 3. — 2, — I, — 9. negativæ omnes. 


Fig. 2. E be wade ah vel diminuendo radices tha _ 
impoſſibiles ſunt, he aliquando detegentur. 


Sic in æquatione x3 — 3a*%x — 3a = o, exit ſcrieg 
ſignorum +, +, —, —, ſcilicet in utroque caſu, fi 
ſigna ſpectes, una radix affirmativa, reliquz negative. At 
ſi augeas radices quantitate a, ſcribendo y — à pro x, in 
zquatione reſultante 3 — 3ay* — 4 o, ent ſeries ſigno- 
rum +, —, T. —» nimirum +, , +, —, vel +, —» 
—, —, adeoque i in priore caſu tres radices affirmativæ, in 


3 
poſteriore una tantum. Sunt ergo duæ impoſſibiles, quæ 


pro ambiguitate ſua modo inter affirmativas, modo in- 


- per negativas latent. 


160. 3. Eadem operatione f etiam F ler mino | 
equationum tollere. | EE 


oo - 


Nam fi ſecundus terminus equations fit negativus, 
conſtat per Cok. II. quod radices affirmativæ præpol- 
lent negativis, radices igitur minuendæ ſunt donec affir- 
mativæ æquipollent negativis; aut ſi terminus ſecundus 
fit affirmativus, radices augendæ ſunt donec negative æ- 
quipollent affirmati vis; hoc vero fiet in utroque caſu, fi 
coefficientem ſecundi termini æquationis propoſitæ cum 
proprio ſigno per numerum dimenſionum æquatipnis di- 
viſam ſubducamus de quantitate quæ pro novæ æquatio- 


Inis radice ſignificanda aſſumitur, & reſiduum ſubſtitua- 
mus pro radice . e Nam 5 


— 
— 


1 
Proponatur æquatio I - fro” ! + ax. Ke.. 
cujus ſecundus terminus eſt negativus; fiat x —c =y, & 


4 


Len ] 


Þ+ nc 1 —1 
ſubſtituendo 9 +c pro x, , Proveniet æquatio F. — dy 


his; 21 * 3 | 70 
1 2 ; 1 3" © * &c, o. Fingatur jam coefficientem 
— 55 . —1 . 

+ "BY 

ſecundi termini hujus nihil eſle, "Up nc — þ =o, , adeoque 


n 
ä IX & ſubſtituto hoc valore c, fiet 1c — 2 = i — — þ 
=þ—þp=0o, adeoque evaneſcet Cecil a no- 
væ æquationis. Et ſimiliter, ft ſecundus terminus datæ 


æquationis fit affirmatiyus, vice y — c ſubſtituendo y _ 


pro x, evaneſcet — T + + þ coefficiens ſecundi termini æ- 
quationis nove, In omni autem caſa valet hæc regula, 
five radices ſint reales ſive impoſſibiles. Ut ſi proponatur 
æquatio x? — 4x* + 4x — 6 o, cujus una radix eſt 
ſurda, reliquæ 5 ſubſtituto . ＋ pro x, provenit 


145 . 


16 1. Exterminatio ſecundi termini reſolutioni faciliori 
æquationum cubicarum & biquadraticarum inſervit. Hoc 


pacto quoque, æquatio quadratica affecta ſublato termino 


ſecundo ad normam quadraticz puræ reduci poteſt. Sic in 


=quanone * — px + q = o, ſubſtituendo y + 1p pro x, 


Prodit p* — $þ* + eo adeoque y* = EN & ex- 
tracta radice y = + * — alcoque x = y ＋7 A = 


+ ws 7 — 4, ut antca 929. 


162. 7 Eadem 8 Holeſt wo tertius @quationis terminus 
olli, quod in conſtructionibus quibuſdem geometricis poſ- 
tulatur; inveniendo nempe valorem c qui coefficientem 
tertii termini æquationis transformatæ (2) dimenſionum, 
deſtruet. Fingatur enim coefficientem tertii termin; 


5 bp. ic 9 o, adeoque concinnando, 


2 


5 29 © 8 . . 
2 — * + — = = ©, Et per reductionem, erit 
| .* #1 — 1 | 


ha a 4) +> = +5 vel 


prodit c + 2 E + V5 _ += + 
'+2, quamobrem vice y + c ſcribi debet y +5 _ rel 7+ 2 


pro x, et in utroque caſu tolletur tertius terminus; ; nam. ſi 
E e | [T4 


- << | 


1 

, 3 8 | 137 
pro x ſcribatur y + 5 orietur hzc æquatio 3 — y2 ® — 75 
== o, fin ſcribatur y + 2, orietur hæc y + 252 — 6 = 0, 


Simili ratione, tolli poſſit 4 terminus, inveniendo va- 
lorem. idoneum c per reſolutionem æquationis cubicæ; 
quintus terminus per reſolutionem biquadraticæ; & ſic de- 
inceps. Verum hæ tranſmutationes ob calculum difficilem 


adhiberi non ſolent. 


Cæterum obſervandum eſt, quod hac methodo plures 
terminos intermedios /imu/ collere non licet, cum ſingulis 
terminis tollendis proprius deſideratur valor c. Methodum 


generalem at valde operoſam, omnes terminos intermedios 


tollendi, tradit Bezout, Mem. de Acad. an. 1772. 


163. III. Radies equationum per datos riumeros multiphcare 
vel dividere. 


Si radices zquationis & — 8 x " &c. + u = o, 


multiplicandæ forent per numerum c, fiat cx = y, deinde 


1 


ſubſtituendo * — pro x, 3 æquatio 4 — 2 


72 — 
* C 1 


"J] ew 


OY 22. . o. 8 + gc 


2 
2 


*. . * * 
&c. + 6, # = ©, cujus radices ſunt ce majores quam ante. 


Et rurſus ſi dividendæ ſint radices per c, fiat — = , de- 


13 


ST * 


inde ſubſtituendo cy pro x, proveniet * — 2 += 


24 
&c. + „ So. 


C 
— 


 Hinc colligere licet, quod æquationis radices per datum 
aliquem numerum multiplicare vel dividere poſſumus, 
multiplicando vel dividendo ſeriem terminorum æquationis 


incipiendo a primo termino, per ſeriem numerorum con- 


. . . n -3 .. 
tinue eee, I, e 4: CEC e, 


1 64. I. Hoc paclo, fraftiones Jemper tollere poſſumus, & da- 


men efficere ut terminus altiſſimus e reſultantts coefficiente 


2 
careat. WE multiplicando radices zquationis x* + 5 4+ 5 
1 62 cu | 
+ „ = ©, per c, prodit y* + 7 + 7 +5- o, hoc eſt, 


ſubſtituendo feb pro c, fi modo /, g & b, ſint numeri ad in- | 


vicem primi, y* + ghy* + f*gh*y + f*g*%u=0. Quod ſi g 


& h non ſint adi invicem primi, valorem nnn c uſur- 


14 
pare licet. Sic in SI kræcedente 3 — 778 = 
= o, ſubſtituendo 52 pro y, provenit æquatio = — 55 


— — 


N 
rum communi denominatore, 2? — 12S — 146 = o, cu- 


jus radices ſunt triplo majores radieibus datæ zquationis, 


85r 


* ita in æquatione * — 7 145 — 256 = o, ad 


E e. 2 


; 2 12% — 146 , # 
146 =o, five ZZ = =o, & rejecto termino- 


- — — — — 


radix eft— 1, & reliquæ 


8 „„ 2 
tollendas fractiones ſcribe 12 ” ain , & orietur 2. — 9625 | 
+ 600 — 851 = 0. 


165. 2. Et hoc fatto poſſunt radicales aliquando tlli, ubi ea- 
dem quantitas radicalis terminos alternos, vel a primo ter- 
mino vel a ſecundo — ingreditur. Sic in æqua- 


| tione & V — 2x V + 1 = o, {cribendo Y Pros, pro- 


7 


dit LL — 2% + 1=0, fe — G 3 


2V3 V3 


Itemque in æquatione x? — 5 V + gx — V =0 
ſubſtituendo = pro x, emergit j — pay + gay — ra. = o. 
Sic et in æquatione x3 — x + V3 = o, ſcribendo y V3 
pro x, prodit 33 V — 385 v3 + v3 o, ſeu * —_— 


+ 1= 0. 


166. IV. Afquationis radices in earum reciprocas tranſ- 
mutare. 


Sic æquatio noviſſima 35 — 2y + r o, cujus prima 
VIV V. 
8 2 5 


ſeribendo pro 5. evadit 5 — 5 + 0 ſive concin- 
nando & ordinando, 2 — 2 + 3 o, ejuſque prima 


34 — 3 OS 


radix — 1, & reliquz == 1 


nempe radicum aka reciprocæ. 


1 149 J. 
167. 1. Hoc facto radix minima in maximam converti poteſt, 
& maxima in minimam ; quod uſum nonnullum habere po- 
teſt in n radicum W 


168. 2. Poteſt etiam æguabionit terminus penultimus * he- 
ratiane tolli, fi modo ſecundus prius lollatur; ut factum vides in 


exemplo noviſſimo. Aut fi antepenultimum tolli cupias, 


id fiet ſi modo tertium prius tollas, 


169. V. Invenire æquationem Cujus radices fint quadrata 1 ra- 
aicum date aquationis. 


Proponatur æquatio cubica & — Px* + Qx — R == ©, 


; 


cujus radices ſint a, ö, e, maximam deſignante a; & mu- 


tando figna . terminorum alternorum orietur æquatio 
x3 + Px* + Qx + R = o, cujus radices idcirco erunt 


— 4, —b, — c. Deinde his æquationibus in ſe ductis, 


emerget æquatio 6 dimenſionum (x3 + Qx)* — (Px* + R)⸗ 


ſeu x +{2Q — P.) xt + (O — 2PR) * — R. (x — a) + 


(x + a) (x - ) ( +6) („ —c) (K ＋ c) ſew ( — @) 
(x® — 62) (x* — 2), cujus termini alterni deſunt; 
evaneſcentibus nimirum ſumma radicum a, — a, 6, — 6b, 
&c. ſurama contentorum ſub ſingulis ternis, — aab, + aab, 
&c. ſub ſingulis quinis, + aabbc, — aabbe, &c. ob dimen- 


ſionem æquationis reſultantis ſemper parem. Minuendi 
gratia igitur ſubſtitue hinc inde y pro x*, & No 


æquatio reſultans ad cubicam * + (2Q — P*) y* + 
(Q — 2PR) y— RB = (y—#) = 
eujus radices ſunt a?, 6*, c*, ut manifeſtum * Et ſic 


71 — Mg 
univerſaliter : Sit æquatio * — PE '+Qx ba: Rx 5 3. 


fA-—T. 


+ &c. So, eritque ONO refultans 7 + (2Q— 4 2 
+ (2S — 2PR + Q V ; 4 &c. = o. 


* 


* 


7 
* 
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170. Porro, hanc operationem inſtituendo in æquatio- 
nem quadratorum, tanquam datam, emerget æquatio cu- 
Jus radices erunt b:guadrata radicum zquationis datz ; 
_eandemque iterando in æquationem proxime inventam, 
tanquam datam, æquationes per ſaltum invenire licet cujus 


radices ſint pote/tates 82; | 1 32 3 64 , &c. radi- 


cum datæ æquationis, abſque tædio omnes poteſtates in- 
termedias radicum inveniendi, per Formulas, 9 79. 


Sic æquatio propoſita, ſublato termino ſecundo, erit 
* + Q —R =o, unde, evaneſcentibus terminis æqua- 
tionum reſultantium quos intrant dimenſiones P, erunt * 


y * 20 52 + Q — R = o, ægquat. quadrat. 

7 Fre 2Q? J* + (Q? + 4QR®) y - R“ =o, æquat. 4 foteft. 

2 a 8 ih G "Pe ot 88 eq. 8 polgſt. 

* — (20 — 48Q#R? + 40 = R.) y2 + &c. So, 49. 16 fot, 
gf go (20 — 2240 R⸗ + 2288 0 R 1 + &c. = o, 

| —4224Q'R*'+1320Q*R'—32QR*5 29. 32 poteſt.. 


„ — (2QZ—'960QURz + 58464 R. 
— 1048320Q**R*+ 7104240Q?*R* 
.—19997120Q"7R'*-+ 23772800Q'*R'T 
— 11410944Q"R**+ 1961 %R 
— 93632QR” + R“ 


7 ＋&c. o, 
g. 64 Pot. 


-* Vide Bertrand, Elem. Mathematiques, Geneva, 1778, vob. 11, p. 501. 


„ | 
Unde mutando figna terminorum ſecundorum æquatio- 
num reſultantium habebitur ſumma poteſtatum 2, 4, 8, 
16, 32, 64, &c. radicum zquationis datz. 


171. Et hoc pads, radices mmpoſſubiles, ſiguæ ſunt, uipluri- 
mum detegere pofſumus. | OR : 


Nam ſi æquationis datæ nullæ radices impoſſibiles ſint, 
ſingulorum radicum quadrata erunt affirmativa, adeoque 
termini æquationis quadratorum, vicibus alternis affirma- 
tivi & negativi. Ubi igitur in æquatione quadratorum 
occurrit ſignorum ſimilium ſueceſſio, indicio eſt æquatio- 
nem datam radices impoſſibiles ſortiri. Et hoc pacto ſem- 
per detegetur impoſſibilitas radicum æquationis cujuſcun- 
que ubi P deleto, Q fit affirmativum. Sic habita æquati- 
one x* + 6x — 20 = o, prodit æquatio quadratorum 
* + 129* + 36y — 400 So, quæ duas habet ſignorum 
ſimilium ſucceſſiones. Ergo, &c. Quod $i Q negativum 
ſit, licet radices ſint impoſſibiles, nulla deprehendi poteſt 
Sgnorum ſucceſſio in æquatione quadratorum ; verùm 
operationem continuando, in cubicis ſaltem, impoſſibili- 
tatem radicum ſemper deteget zquatio biquadratorum, ubi 
R fit majus quam , evadente tertio termino hujus 
(Q + 4QR*) y negativo. Et ſimiliter in æquationibus 
altioribus caſus determinare licet, ubi radicibus impoſh- 
bilibus detegendis impar erit hæc methodus. Sic habita 
zquatione » — 2x + 4 = o, prodit zquatio-quadratorum 
7 —4* + 4y — 16 =o, quz nullam habet. ſignorum ſi- 
milium ſucceſſionem; at in æquatione biquadratorum - 
5 — 852 — 112 = 256 =o, duæ prodeunt ſueceſſiones. 

Ergo, &c. | | 


- 


N 


1. 


CTU == 


* 
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172. Numerus autem ſucceſſionum ſimilium fignorum ſemper 
- whualis vel minor erit numero radicum impoſſibilium. 


Sint enim radices impoſhbiles a + b /—1 & a — b y/—r, 


harum quadrata erunt a* — 6 + 2 Vi & @* — 0 


— 2ab „i reſpective, five, (polito a® — 62 = A, & 


24 =B) A B Vi & A- B Hi; ubi A crit affir- 


mati vum vel negativ um, prout a* fit majus minuſve quam 62. 
At multiplicando factores 'x ATBVY =I & x A- BVO 
LEES N 


19 . K 2 8 
in ſe generabitur æꝗquatio quadlratica x? + 2A + Bz o, 


_ * Radiczs binas impoiviies æquationis algebraicz ad formam A BUI 


reduci poſſe, primus, ex calculo integrali demonſtravit D'Alembert, Mem. Acad. 
Berlin, 1746. Hune ſecntus eſt Euler, Mem. 7.19; & Foncenex, Mem. Turin, 
1760; cujus demonſtrationem ex prineipiis trigozumetricis petitam impugnat 
J. a Grange, Mem. Berlin, 1772, aliamque proponit; contra vero tuetur Bertrand, 
Elemen. des Matbematigucs, vol. 2, p. 489. Hujus reductionis adeo decantatæ 


veritatem, ex principiis algebraicis tic colligere licet. 


Egquationis quadratice & — px + q = o, radices impoſſibiles ſunt 4 p + 


Vi. Abbreviandi gratii, fit % — g =— , exitque Hr — g 
2 * — 3 : EST adeoque poſito 25 = a & Mr =, radices qua- 
*draticz impoſſibiles formam induent a +56 i. Et quoniam æquationis cu- 


jjuſcunque algebraicæ radices impoſſibiles conflari neceſſe eſt per additionem, 
ſubductionem, multiplicationem, diviſionem, involutionem aut evolutionem 
quantitatum impoſſibilium ſive ſimplicium five mixtarum; deſignantibus A & B 


quantitatum per haſce operationes reſultantium partes reales cum propriis ſignis, 
erit, « | 


TS TI = ( ) ＋ „ = = AT BN. 


. „ITA e ++) A e 


X 2 ＋ 17 hd 
in, S (el SMEnbS) _ (+8) Elm 


= A +BY 


* 


| 


. 


[253 1 
in 2 qua ſucceſſiones ſignorum ſimilium ſunt duæ vel nullz ; 


ergo, &c. Et ſimiliter in =quationibus altioribus demon- 


ſtrare W 


w. ( 5 = „ S277 6 U += — 
3 6 . * yy 
Son Lon ops EN 

. EN. 


Hujus ſeriei terminos impares octupant poteſtates pares quantitatis 6 J= 55 
& vice verſa. Sed poteſtates pares evadunt — , ＋ 54, — , &c. omnes ni- 
mirum reales, impares vero evadunt ＋ 1 2 35 Yay + 5 /, &. 
ſeu (+ b —bB + b — &6.) Ys 1 · Adzoque 1 terminorum ſeriei 


N 1 
3 n * 2 5 5 A 
| imparium @ * — _ b* + &c. dean poteſt 15 parium 


” ”m mm m SN 
Wr * — oof, 2 1 oy | 
vero (255 LED „ „ ZI (de 
4 | 2 3 | | 
ſignare poteſt B/ <7. 


Radix igitur ex his operationibus reſultans ſemper orodibit forme A FE B 2 i” 
cui germana exſurget ſormæ A— B i, Per Cox. VII. Ergo, &c. 


Eadem quoque reduQio valct in impoſſibilibus a ſeu quarum in- 


dices ſunt irrationales vel e velut (a 4 +8 7 — e ph age Lon 2 Hans | 
vero caſum prætermittimus, quippe qui in Elementis Algebrz parum fit utilis, 


ejuſque demonſtratio non niſi ex principiis el an fen & logiſticis petenda 


videtur. Si quis tamen deſiderat, conſulat cit. aut Fenn Elements of Specious 


Ariibm. Dublin, 1772s * 292. 


1 


—— . 


r 
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| l - 5. VI. Invenire e@quationem cujus radices 1 int quadrata 
ai Ferentiarum radicum date æquationis. | 


Proponatur æquatio * — Pz* + Qx —R =o, cujus ra- 
dices ſint a, 6, e; erunt differentiæ radicum a —b, 5 — a, 
VTV b; ſeu abbreviandi gratia, 
— P, 9, — . Adcoque erit ) — ) (y + 4) 

05 „99056 (y — 2) Cy + y) feu G 4 . 
(9% M = P Q - RS o, evaneſcenti- 
bus nimirum terminis alternis. Subſtitue iterum 2 pro , 
> \ & emerget (& 4 (. — fe) (® — 5*) P 
: 6 R So, cujus radices ſunt &, *, y*, quadrata nempe 
| differentiarum radicum datæ æquationis, ut pg r 


Et ſic univerſaliter: zquationis x” — P N 


— een '= o, erit numerus differentiarum 8 
= * —1, & i wag æquatio quadratorum differentia- 


r | rum erit . = dimenſionum. 


Jam quo eruantur ee P, Q, KR, erit 


Summa radicum (2 — 5) + (4 — c + (b — 2 = 
PF 7-44 a (an be +) — 2 (a5 + ac + be) = 
| | : Adeoque <=" 24 (P2 — 20) — 252 — 60. 


1 | Summa * ſub binis rad. (a — 592 (4 — cz + (a — 602 
= 22 02 
C - 23 (65 + ny +. 34*2 
a = . — 263 (a T c) T 3422 
| 7 c (a + 5) + 35202 


—_— i 


eee 


Lain | 
1. a +64 + =P —4PQ + 4PR + 20. 
2. 2 ( T X's e +0.XaÞ+8) =. | 
= — 2 (a KP +6 xXPZ3+oXxÞ=&) = | ” 85 1 
= — 2(@F}F0 P- = —2P'Q+2PR+4Q. N 
3. + 3(afb pa't+bcf)= 17 (ab fac abe X = 
=-3(Q* — 2PR) = 302 — 6PR. 
* * 4PR + 202 
Adeoque * 3 — 2P*'Q + 2PR + 4Q | 8 b 1 
5 . 
| Summa content. ſab ternis rad. (a — 5) (a — (b — c). 
ſa 2 — 2a%c + 245b2c — 2455 — Ga. 
a*c* — 28 + zac? — 20) 
5 — 2c %% + 24 — 263 | | | | | 
Se + FR © ; | te . 1 
4 „ e | | 
Px = 2c 665 


1 [| 
F 


1. % X Ng + b. K + e | | 
= a*XP* —2Q— a? + P 20 399 ＋ * f= — =. | 
= (a* +b* +) P. — (a*%+b4+c*) 2Q — (a +68 +&f) = . 
=—#"R+ PQ e., 

| | E | 


P. ee 
—— — — ———— — 8 * 
- <a... ——o 4 1.» ͤ—2 I —_ 


1 8 * „ 


* - 
n 
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. 2 (% +8 + eh ale = 2 (P — 3PQ + 3R)R= 
| = — 2PR + 6PQR — Rs. 


3. 2abe (a. X Te A ba X Te Te * N = 
ARGE P- = 2PQR — 6Rs. 


4. — 2 (a6? 1 asc? + be) = 
== 2 (ab Tac Ti —30 X Ie ae Xa+:c e +£2. 8 a +b)— 
— 6a*b*c2) = 6PQR — a2 — R. 

5. — 6a*6*? = — 6R*. 

Adeoque harum ſumma ſeu R = 4PR + P*Q? 
+ 18PQR — 40 — 27R*. Unde moni æquatio quadr. 
different. & — (2P* — 60.) 2 + (P* — 6P2Q＋ n 
+ 4P'R — P — 18PQR + 4Q + 27R =0. © 

174. Tollendo autem terminum ſecundum datæ æqua- 


tionis, formam induet — æquatio quadratorum 
differentiarum, nempe 


23 + 6Qz* + W n · 0 


17 5. Proponatur zquatio biquadratica K * + Q — Rx 
＋ 8 So, eritque æquatio reſultans 2 — P + Q" 


— Rs + 82 *—Tz+ Vo. 


485 quo eruantur hujus coefficientes, erit 


EEC 


= 3 (l e) - 2 (ab +ac+ad+bc+bd A ca) 
—ͤ 3 6 — 200 — 22 2 — 80. 


4 
5 1 
* 


Os %% 
Q =(a — b)* (a — ) ＋ (a — b)* (a — &)* + &c. 
+ (a — c) ( — ) + &c. &. 
34 — 44? x Te + 842 — 242 * T PI 2abca, , 
| 350 — 4 X ef ga — 26% X AR 
| 36 — 43 T + 82d! — 2c * d 
[ 30 — 4% X a+b+c + 86e. — 24 X abFacFt . 
+ #7 
+ gc | 

. 3(a*+ b* +4 +4) = 5 (2Q = 43)= 607 — 1a. 
2. —=4(@+6+®+d4)PÞ—(a* ++ + 4+) 

= 4(2Q'— 43) = 8Q" — 168. 
3. +8 (2˙5˙ + 4e + Kc.) = 8 (Q*+28) = 8Q* + 168. 
4. — 24 (abc + abd + ac — 2b (abc L &c.) — &. &c. 

=—2(a+b+c+4)R+8abd=+88. 


5. + Laab = 128. Adeoque Q' = 22001 + 88. 5 


Et cæteris coefficientibus R,, 8˙, T', V' ſimiliter inveſti- 
gatis, prodit-=quatio quadratorum differentiarum, 
* 8Q=z* + (22Q* + 88) 2+ + (28Q# + 26R* + 1608) 22 
+ (19Q2 + 48R*Q>1248* + 24Q8)s? (R- 

+ 32Q'S — 192QS* ＋T 216R'S) z + 2568 — 128Q'S 
+ 144RQS + 160.8 — * — 27R* = 0. | 


( 158 ] 
176. Si proponatur æquatio quinque dimenſionum 


* + r — en. f o, erit zquatio quadratorum 
differentiarum radicum, 


Sie + 10% + (397 + 105) &* + (80% + 5ogs + 25.) 27 
* (9599 + 1249's — 95, + g29r* + 20074) ** + (669 


— 360gs* + 196% + 118q*r* + 2607's + 625? + googrt) as 


+ (25% + 40, — 537) + 32g — 52277 Þ+ 1949's + 
r08qr's + 240q*rt + 1750gt* — got) = ＋ (497 + 106955 
— 80g) — 3089%s* — 10277 — 7q'r Þ 570r «+ 612777 
+ 700 — 37 5ot*s + 2500t'g* + 8oy'rt — 2150grd) 2 + 
(4005) — 360% — 159% + 24% — 8% — 4577 — 
270r's + 140qr's + g60qgr's* + 187571 + Io00rts*.— 
5000get* + 1750q't* + 409'rt + boogtr* — 1650 et) 2? + 
(36% — 2249's + 3209) + 4% + 2754 — gortd + 
4347799. 3 24] 1s i 98/7 + 5000s/* ks 450r's — 
625078 + 6750 ½ — 375% + 3o0ogr't* + bog*r't + 
200qrts* — 330q'rit) = + 3125t' — 3750grt' + 20009) F 2250557 


— 90099 + 525% + 1085 * 42 — 1600 — 56097 — 167575 + 


630g5r*+ 72q*rs — 1087 X t + 2567 — 1289*s* + 144qr's ＋ 169's 


— 495 — 2714 X Eso. 


1 


177. Et ſic univerſaliter: propoſita æquatione x — PE 


1 — 2 Os 8 . 
* — & c. So, æquationis reſultantis - 2 


— — — — 


ee e eee e | 

Sa NE . | : 
2 + Qz 2 — &c. = o, erunt 
coefficientes „„ 


9 j]; 


P PEN (as TH At G) = (1) 


— = — 
2 17 — 2 
— 2 (ab + ac + ad Ke) = . * 


1. (. 3. Tce &c.) = n—1. {2 G. — 47d 4PR + 20. — 48) 
+: HIT ＋ d &c. A N dee) a. 12 = (PQ- PR—2Q0+45) 
= —2,n—} (a* X bc+bd+ ed &c. + b* X TK. + &c. =— 2. 3 (PR — 43) 


Fn, n—z (ab + ac + a*d* + &c.) 2 . 42 (— 2PR = Ky 28) 


+ 12 (abed + abce H &c. ) = 128, 


o 


=7"=1. Pan, * 7=5 PR+I+3 N 258. 


Et ſic deinceps. 
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178. 1. 2 opcratione radices impoſſibiles, figue ſunt, earum- 


que numerum ſemper detegere Pofſumus. 


Nam 4 omnes datæ æquationis radices ſint reales, neceſſe 
eſt ut quadrata differentiarum radicum ſint omnia affirma- 
tiva, adeoque æquationis reſultantis termini vicibus alternis 
affirmativi & negativi. Quod fi data æquatio radices im- 
poſſibiles ſortiatur, cum differentia duarum correſponden- 


tium radicum impoſſibilium à + by/— i & a — 1, 


vel + =I & — % 1, fit 26% 1, erit hujus quadra- 
tum — 4b, reale nempe & negativum; unde æquationi 
reſultanti competit una ſaltem radix realis & negativa, et 
proinde una ſaltem ſucceſſio ſignorum fimilium. Atque 
hinc numerus radicum impoſſibilium in data æquatione 
duplum radicum negativarum, ſeu ſucceſſionum ſignorum 
ſimilium in æquatione reſultante nunquam tranſcendere 


poteſt. 


179. Ur ſi proponatur æquatio cubica x* + gy — eo, 


ubi ꝙ affirmati vum eſt, vel ubt 9 negativum eſt, & 4) ſi- 


mul minus quam 277, emerget in æquatione reſultante 
9174 ſucceſſio ſimilium ſignorum, adeoque æquationis datæ 
duz erunt radices impoſſibiles, tertia autem realis & affir- 
mativa erit {1 ſit negativum, et vice versa, per 5 146. 


Sic habita æquatione «» — 2x + 4 = o, erit æquatio qua- 


dratorum differentiarum & — 122* + 362 +. 300 = o, 
adeoque ob ſucceſſionem ſimilium ſignorum, datæ æqua- 
tionis duæ erunt radices impoſſibiles, tertie autem negativa. 
In cubicis igitur ſemper definietur numerus radicum impoſ- 
fibilium, utpote qui binarium tranſcendere nequit. 


„„ i | 

180. Si proponatur zyfiatio biquadratica x+ + gx* 
— rx + . o, ubi in æquatione reſultante prodit ſuc- 
ceſſio ſignorum ſimilium, conſtat æquationem datam ra- 
dices impoſſibiles ſortiri. Cæterum numerum quoque ra- 
dicum impoſſibilium, terminis rite collatis, eruere licet. 
Fingatur enim omnes datæ zquationis radices eſſe impoſſi- 
biles, eritque . æquationis reſultantis ultimus terminus 
2565 — 1287. + &c. affirmativus, cum ex ſex radicibus 
eſus, binæ quæque correſpondentes radices in ſe ductæ fac. 


tum referent affirmativum, forme B' vel A* B', adeoque 
factum ſub omnibus erit affirmativum. Et proinde fi 
25653 — 128q*s* + &c. emergat negativus, æquationis datæ 
quatuor radices impoſſibiles eſſe nequeunt. 


Hinc æquationis biquadraticæ radices impoſſibiles, 
ſiquæ hac operatione detegantur, erunt vel quatuor, ubi 
æquationis reſultantis terminus ultimus eſt affirmativus aut 
nihil; vel duæ tantum, ubi eſt negativus: & duæ quæ 
ſuperſunt radices reales, contrariis afficientur ſignis, ubi 
ultimus date zquationis terminus eſt negativus, per 5 147. 


181. Similiter, æquationis quintæ dimenſionis, quæ ne- 


ceſſario unam habet radicem realem, erunt radices impoſ- 
ſibiles quatuor, ubi/ æquationis reſultantis terminus ulti- 
mus eft affirmativus aut nihil ; vel duæ tantum, ubi eſt 
negativus. Atque uſdem veſtigiis inſiſtendo, numerum 
radicum impoſſibilium æquationis cujuſcunque eruere licet. 


182. Operoſa certe evadit hæc methodus eruendi radices 
impoſſibiles, præſertim in æquationibus dimenſionum ſu- 
periorum. At ubi faciliore uti non licer, difficilem faſti- 
dire haud zquum eſt. Doctrinam radicum impoſſibilium 
ſiquis penitius excutere 2 auctorem ſupra laudatum, 


1 462 


at paulo quidem reconditiorem, Waring, conſulat, quem in 
hac re, potiſſimum, ut interpretes ſecuti ſumus. Med. 
Algeb. Prob. 5 F 11. Conſulat quoque La Grange, Acad. 

Berlin, an. 1767, 1768, & 1772. . 


183. 2. Hac operatione quoque, ubi duæ æquationis radices 
ſunt æquales, detegere poſſumus. | 


Nam ubi ultimus æquationis reſultantis terminus eva- 
neſcit, neceſle eſt ut una ex radicibus ejus evaneſcat, five 
ut quadratum differentiæ duarum radicum datæ æquationis 
_ evaneſcat, adeoque ut hx duz radices ſint inter ſe æquales. 
Defectus igitur termini ultimi æquationis reſultantis, in- 
dicio eſt æquationem datam duas radices inter ſe æquales 
ſortiri. | 


184. Facilius autem ope Tranſmutationis II, caſus dete- 
gere licet, ubi duæ, tres, plureſve datæ æquationis radices, 
ſint inter ſe æquales. Nam ubi ultimus transformatæ ter- 
minus evaneſcit, erit una radix ſeu valor y = o, adeoque. 
datæ æquationis una radix ſeu valor x = +, ob x Te 
= y o. Ubi duo poſtremi transformatz termini eva- 
neſcunt, erunt duz radices ſeu valores y = o, adeoque 
datæ zquationis duæ radices x = + c, adeoque æquales 
inter ſe. , Similiter, ubi tres poſtremi termini deſunt, erunt 
datz zquationis tres radices æquales inter ſe. Et fic 
deinceps.. . 1 fig „ 


185. Hinc ſi datæ æquationis duæ ſint radices inter ſe 
æquales, trans formatæ coefficiens penultima, quæ in hoc 
caſu fit nihil, ſubſtituendo x pro c, æquationem conſtituet 
dimenſionis depreſſioris cui radix erit c, una nempe radi- 
cum æqualium datæ æquationis. Si datæ æquationis tres 
radices ſint inter ſe æquales, coefficiens transformatæ ante- 


* 


( 4263 3] 
penultima æquationem præbebit dimenſionis adhuc depreſ- 


ſioris, cui radix erit una ex tribus radicibus æqualibus datæ 


æquationis. Atque ſic deinceps. 


His traditis de radicum natura, atque præcipuis affectio- 


nibus & tranſmutationibus æquationum, pergamus jam 
reſolutionem æquationum radices rationales habentium 


docere. 


DE RESOLUTIONE EOUATTIONUM RADICES RATIONALES 
| HABENTIUM. | 


5 33 „ RE 
186. Quoniam æquationis cujuſcunque x . P Q 
&c. US o, terminos nec fractos nec ſurdos habentis 


omnes radices non ſurdz ſunt aliqui ex diviſoribus integris 
_ termini ultimi; per & 144, Cor. VI. Subſtituendi ſunt 
in #quatione pro x, omnes diviſores ultimi termini tam 
- ſimplices quam compoſiti ſigillatim, et ſi horum aliquis 
omnes æquationis terminos ſe mutuo deſtruere efficiet, ra- 
dix æquationis erit. Quod ſi diviſorum nullus hanc con- 
ditionem impleverit, patet nullam eſſe æquationis radi- 
cem niſi quæ ſit aut irrationalis aut impoſſibilis. 


In venientur autem omnes diviſores ultimi termini, // quan- 


titas jimplex et, eam dividendo per minimum ejus diviſorem, & 


uotum per minimum diviſorem ejus, donec quotus reſtet indivi- 
fibilis. Hi diviſores una cum quoto indivifibili conſtituent omnes 
uantitatis diviſores primos ſeu ſimplices; et rectangula aut con- 
tenta ſub ſingulis binis, ternis, quaternis, c. horum diuiſorum, 
omnes ejus diuiſores compoſitos. 5 + 


8 


Mi 


| . 164 J 
Sie in e eee, ** — DER K5 7 + 10 So, diviſores 


rip autem ſucceſſive 


I] J 7+ 10= o, adeoq. +I erit radix 
— I 1 — 4+ 7+10= Abe; + 185 
| 2 4 8— 16—14+ 10=—12, 
42 8. —8— 16+14+ 10= o, adeog. — 2 crit radix 
5) = 125—100—35+ 10= o, adeog. + 5 erit radix 
. e. 5 


I 87. Inventis hae methodo omnibus radicibus æquati- 
onis præter unam, hæc facilius erui poteſt, dividendo ter- 
minum ultimum ſub ſigno mutato, per contentum radicum 
jam inventarum. Sic in hac æquatione, dividendo — 10 
per + 1 X — 2 = — 2, quotus ＋ 5 erit tertia radix. 


Inventis omnibus radicibus preter duas, hz erui poſſunt 
ſive fint reales ſive impoſſibiles, deprimendo æquationem 


datam ad quadraticam, ope factorum ſimplicium vel com- 
poſitorum ex radicibus jam inventis reſultantium, & hujus 


reductio dabit duas quæ ſuperſunt radices. Sic inventa 
+ 1 radice æquationis cubicæ x* — 4x* — 7x + 10 =o, 
dividendo per x — 1 = © reſultabit quadratica x* — 3x 
— 10 So, cujus radices ſunt + 5 vel — 2. Inventis 
item + 2 & + 4 radicibus biquadraticæ x* — 4x3 — 8 
+ 32 = o, dividendo per x — 2 =o, et rurſus quotum 
per x — 4 = o; vel ſimul dividendo per (x 2) (x — 4) 
= ©, emerget æquatio quadratica * + 2x + 4 = o, cu- 
jus radices ſunt — 1 + /—3&—1— * 3. Haben- 


tur itaque quatuor radices quæſitæ. 


L 65 } 
188, ldem brevius abſolvere licet . fecundum termi- | 
num. 


Sic in æquatione noviſſima ſcribendo y + 1 pro x, pro- 
dit y* — 6y* — 16y + 21 = o, & tentando diviſores ter- 
mini ultimi 21, duz prodeunt radices rationales + 1 & 


+ 3, quarum ſumma eſt 4, adeoque ob defectum ſeoundi 
termini, ſumma reliquarum erit — 4. Deſignet v unam ex 
his, alteram deſignabit — 4 — v, eritque harum factum 


— 4 — . = adeoque v + 4 = — oy & 


v=—2+v=3 & altera —4—v=—2—V=;. 
Prodeunt igitur Wen radices æquationis novæ + 1, +3, 
— 2 + z, — 2 — 3, quæ unitate auctæ dabunt 
radices =quationis datz. oY 


189. Cæterum ubi diviſores ultimi termini ſunt per- 
multi, ut in æquatione * — 2%* — 10x? ＋ 30x* + 63x 
— 120 = ©, cujus ultimi termini diviſores 32 ſunt, nempe 
I, 2, 3, 4, $5 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120, — 1, 
— 2, &c. hoſe omnes tentare tædio foret. Laboris igitur 
minuendi gratia, primus excogitavit De Beaune methodum 
inveniendi limites inter quos confiſtunt radices, quam 


poſtea perfecit Newtonus, Jam enim non opus erit diviſores 
tentare F mil qui ſunt 3 inter hos limites. 


[ 166 J 


DE LIMITIBUs ZQUATIONUM. 


190. I. Radicum affirmativarum limites invenire. 


Minuantur radices æquationis datz terminis progreſſionis 
I, 2, 3, &c. ſucceſſive, donec omnes novæ æquationis ter- 
mini evadant affirmativi, erunt omnes radices hujus nega- 


tivæ, adeoque & radices datæ æquationis ſic diminutæ; 
quarum idcirco decrementum in hoc caſu omnem radicem 


affirmativam tranſcendet, F 158, five erit limes. 


Ut fi proponatur æquatio & — 2x* — 10x + zox? + 63x 
— 120 So, evadent coefficientes æquationes novæ, per 
Reg. F 157. SH 

Si x fit | 1 | ec. 


* — Ax — 10x3 4 30 - .63— 120 — 38| + 46 
5x* — 8x3 — 30x* + Co + 63 =; $90] + 79 
Lox3 —I2x* — 3ox T 30 — 2|+ 2 


„„ = 7-12 8+ 24 
. - + "IF+.8} 


Quoniam igitur ſubſtituendo 1 pro x coefficientes alique 
prodeunt negative, nimirum ultima = — 38, quarta 
== 2, tertia = — 8, limes erit major quam ij; at ſubſtitu- 
endo 2 pro x, prodeunt omnes affirmative, unde erit 2 


major quam radicum affirmativarum maxima. Et hic ob- 


5 
G 
. 
5 


n 


4 wh ] 


ſervandum eſt, quod ſi coefficiens aliqua evaſerit negativa 


reliquarum valores invenire non neceſſe erit. Sic in hoc 
exemplo, ſi ſcribatur 1 pro x, prodit tertia coefficiens 
1o* 2 — 8&x — 10 =— $8 negativa, adeoque operationem 
ulterius proſequi non neceſſe erit. Sæpe quidem ſufficiet fi 
ſeligamus coefficientem aliquam ubi termini negativi ma- 


xime prævalere videntur, reliquis omiſſis. 


191. Atque ideo, ſi termini duo plureſve primi æqua- 
tionis propoſitæ ſint affirmativi, non neceſſe erit omnes co- 
efficientes novæ æquationis eruere; ſiſti poteſt operatio, 
ubi ad coefficientem aliquam pervenitur cujus termini 
omnes ſunt affirmativi præter ultimum. Sic habita æqua- 
tione x7 + 3x* + Fx — 7& + _—_ I1x* + 5 13 
So, coefficientes novæ æquationis evadent 


*r + 3x* + $8 — 7 + & — 11% + 13x — 15 
7 ＋ 18x5 + 2 5x4 — 28x* + 27%2 v — 22 + 13 
21 + 45x* + 50x? — 42x + 27 — 11 
35x* + 60x? + po — 28x + 5 
35%? + 45%* + 12 43 4g 7 
cn. Es 
Inventis autem his quinque coefficientibus ultimis æqua- : 
tionis nove, operationem ultra continuare non opus, cum - 


coefficientis proxime inſequentis 21x* + 18x + 5, necnon 
reliquarum deinceps, termini omnes ſunt affirmativi. 


192. II. Radicum negativarum limites invenire. 


Augeantur radices datz æquationis, &c. donec termini 
alterni tantum evadant negativi, erunt omnes radices datæ 


| Ex his gango coefficientem aliquam ubi termini i_negativi 


ras i]. 


#quationis fic auQa, atirmative ; quarum idcirco aug- 
mentum, &c. erit radicum negativarum limes, | 


Vel. quod perinde 95, mutentur ſigna terminorum altergo- 


rum, & invemarur per pr eced. limes radicum affirmativa- 


rum æquationis reſultantis, hic enim mutato ſigno limes 
erit radicum * data æquationis. 


Sic mutatis ſignis terminorum alternorum, coefficientes 
æquationis propolis alen | | 
. 20% — SY — 0 + 63 + 120 
I + 8 — zor — 6d . 
10x? + 12%* — 3ox — 30 8 1 
1o* ＋ 8 — 10 
&c. 


maxime prævalere videntur, puta 5x* + 8x3 — 3ox* — GO 
+ 63, & hic ſubſtituendo pro x numeros 1, & 2, prodeunt 
numeri negativi — 14 & — 33 reſpective. Unde limes erit 


by 


major quam 2. Subſtituendo autem numerum 3 pro- 


dit numerus affirmativus 234. Et ſimiliter in cæteris co- 


efficientibus ſubſtituendo numerum 3 pro & prodit ſemper 
numerus affirmativus. . Id quod ex inſpectione ſola colli- 
gere licet. Quare numerus — 3 tranſcendit omnes radices 
negativas. Atque ita habentur limites 2 & — 3 inter quos 
radices omnes æquationis propoſitæ conſiſtunt. Jam enim 
non opus erit diviſores termini ultimi 120 tentare, niſi qui 
ſunt inter hos limites, nimirum diviſores 1, — 1, & — 2. 
Sed horum nullus radix eſt, unde certum eſt ä | 


non habere radicem niſi quæ ſit ſurda. i 


169 1 
193. Hæc limitum inventio uſui erit in reductione 


quationum quarum radices inter anguſtos limites conclu- 


dantur, ſeu ſint parum inæquales inter ſe. Quod ſi radi- 
cum una ad maximum termini ultimi diviſorem accedat, 


altera ad minimum, factores complures ultimi termini 


inter ipſos limites conſiſtere poſſunt; quo in caſu, parum 
ſubſidii ad laborem operationis minuendum conferet hæc 


methodus. 


Afem methodum ſeligendi ie ultimi termini 
ad æquationem dividendam idoneos, Neotoniand in praxi 
ſæpe commodiorem adjungere libet. Hujus inventorem 
fuiſſe Wagſſænaer refert Schooten, Com. in Geom. Cartes, lib. 3. 


SH. 307. Edit. 09 


194. Minuantur 1 3 n numero e 
dato, puta unitate (unitatem, vel denarium ad id aſſumere 


commodiſſimum erit) & radices æquationis nove unitate mi- 


nores evadent radicibus datæ. Dein augeantur unitate divi ores 

ultimi termini nouæ aquationts, fi horum aliqui fic aucli inter 

diviſores termint ultimi date aquationis reperiantur, talium pre 

cateris ratio habenda et. Et rurſus,  augeantur unitate radices, 

tc. Dein minuantur unitate diviſores, fc. , Secunda bæc 72 

ratio plures adhuc diui ifores A e reſecabit; & aliquando 
omnes tollet, ubi nimirum radices nulla int rationaler. 


— 
Sie in zquations: Arts 306 ＋ 72 = o, ſubſtitu- 
endo + x pro x, fiet ultimus terminus novæ æquationis 


+ 42, ejuſque divifores nempe 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42, 
— 1, — 2, &c. unitate aucti evadent 2, 3, 4, 7, 8, 15, 
22, 43, 0, — 1, — 2, — 5, — 6, &c. Quibus collatis 


cum diviſoribus ultimi termini æquationis datæ 72, nempe 


H h 


— 


_ Coo 1 
, 2, 4% 4; 0, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72, — I, — 2;.&c. 
utrinque deprehendentur 2, 3, 4, 8, —1, — 2, — 6. 
Et rurſus, ſubſtituendo — 1 pro , fiet e terminus 
novæ æquationis + 100, ejuſque diviſores nempe, 1, 2, 4, 


5, 10, 20, 25, 50, 100, — I, — 2, — 4, &c. unitate di- 


minuti evadent, 1, 3, 4, 9, &c. — 2, — 3, — . 


&c. quorum + 3, + 4, — 2, — 6, cum radicibus per 


præcedentem operationem reſervatis conſentiunt: ergo ul- 


timi termini diviſores ſimplices tentandi, ſunt + 3, + 4, 
— 2 & — 6, vel æquationis diviſores compoſiti x— 3, 


3 &c. unde prodeunt radices + 3, + . 


Sic quoque in æquatione præcedente x* 2* &c. — 120 
= oo ſubſtituendo ＋ 1 pro x, fit ultimus terminus novæ 


zquatidais 385 ejuſque diviſores, 1, 2, 19, 38, — 1, 


— 2, &c. unitate aucti evadent 2, 3, 20, 39, — 1, — 18, 
— 37, quorum 2, 3, 20, — 1 tantum inter diviſores ul- 


timi termini 120 reperiuntur. Et rurſus, ſubſtituendo — 1 


pro x, prodit, &c. — 146, ejuſque diviſores 1, 2, 73, 146, 


— 1, — 2, &c. unitate diminuti evadunt 1, 72, 145, — 2, 
— 3, "&6. omnes nimirum a diviſoribus per præceden- 
tem operationem reſervatis diverſi: unde colligitur zqua- 


tionem nullam ſortiri radicem niſi quæ fit ſurda. 


Diviſores ultimi termini datæ æquationis per hanc regu- 
lam rejectos, inter radices datæ æquationis cenſeri non 
poſſe ex eo conſtat, quod fi. fingantur radices eſſe datæ 
æquationis, unitate auctæ wer” 6 deberent eſſe ex 


n 
diviſoribus ulti mi termini novæ æquationis, contra hypo- 
theſin. Ex diviſoribus quoque reſervalis, raro omnes mu- 


nere radicum fungentur, verum diviſores hujuſmodi inu- 
tiles, ex operatione iterata minuendi radices, &c, depre- 


hendi poſſint. 


D INVENTIONE DIVISORUM COMPOSITORU 
ZQUATIONIS. 


195. Ex hac Maeſſanaeri methodo ſeligendi diviſores ul- 
timi termini æquationis datæ quorum præ cæteris ratio ha- 
benda eſt, deduxiſſe videtur Newtonus Regulam præclaram 
pro inventione diviſorum compoſitorum unius dimenſi 70:79, Quam 
lic K gel licet. ur; 


Finge ax + b diviſorem eſſe æquationis px + gx. 


| — 1 — 2 . "i \ oe 

+ * &c. Tu o, ubi a, b, p, q, &c. deſignant numeras 
integros. Neceſſe eſt diviſoris partem priorem ax, atque 
idcirco coefficientem ejus a, eſſe diviſorem numeralem al- 
tiſſimi termini p ; itemque partem poſteriorem b eſſe di- 


viſorem ultimi termini « : nam fi non, ax + b totius æqua- 


tionis non foret diviſor. Subſtitue jam pro x ſigillatim tres 
vel plures terminos progreſſionis arithmeticæ decreſcentis 
3, 2, I, o, — 1, &c. et erunt valores reſultantes 


H h 2 


— 2 2 eth 


p< wt ö 


te, componet quantitatem per quam diviſio tentanda eſt. 


E fox” * * + _ &c. +# asx+6b 


— — 


n — 1 | n 
n 


.2 — 

1 3 5 +9 + r &c. + u a ＋ 

8 * . * + 7 * ＋ 5 
— 1 FF +9. r Rc. 1 —a+6 
See. | &c. . | No. 


ubi obſervandum eſt, quod diviſoris valores reſultantes 
24 +b, a + b, + 6, &c. conſtituent alteram progreſſionem 


arithmeticam communi differentia a decreſcentem, cujus 


terminus quiſque  erit diviſor valoris correſpondentis ex 


ſubſtitutione ejuſdem numeri pro x in æquatione data re- 


ſultantis; adeoque terminus 56 e regione zero, diviſor erit 
valoris correſpondentis 4, affirmative ponendus fi deſcendat 
ſeries diviſorum, negativè ſi aſcendat, utpote in progreſſi- 
one decreſcente conſtitutus. Hinc Elicitur regula inſe- 
quens. ö 1 | 


7 Nc. 4 2 24 + "= 


196. In equatione propgſitd pro x fubſtitue fegillatim tres vel 


plures ternunos pragreſſionis arithmetice, 3, 2, 1, o, — 1, tc. 


ac valores totidem reſultantes una cum omnibus ſuis diviſoribus 
tam affirmaiivis quam negativis, ſtatue e regione correſponden- 


tium terminorum Progrefſionts. Dein e regione etiam late pro- 
greffiones avithmeticas deoreſcentes que per omnium numerorum 


diviſores pereunvunt, & quarum termini differunt vel unitate, 
vel numero aliquo qui dividit altiſſimum terminum propofite æqua- 
tionis. Si qua occurrit ejuſmode progreſſio, iſte terminus ejus qui 


fat e regione zero in progreſſione prima, cum figno ſuo annexus 


quantitati incognitæ x in communem differentiam terminorum duce 


= " — 2 — 4 Þ 
— ler gay ray — . -- 4 _ 


„ 
Ut ſi æquatio fit » - — 10 + 6 =o, pro x ſub- 
ſtituendo ligillatim terminos progreſſionis 1, o, — 1, ori- 


entur numeri — 4. + 6, + 14, quos cum n eorum 


diviſoribus colloca è regione terminorum progreſſionis, hoc 
modo. | 


: Diviſores Progr. ar. 
2 C47. 4. I+4 
x=2 of w%—x*—10x+6=9+ 6$1.2.3. 6>+3 


e e e +14 1. 2.7.14 +2 


Dein quoniam altiſſimus terminus ? per nullum nume- 
rum præter unitatem divifibilis eſt, quzre in diviſoribus 
progreſſionem decreſcentem cujus termini differunt unitate, 
& hujuſmodi progreſſionis unice reſultantis 4, 3, 2, ſelige 
terminum + 3, qui ſtat e regione zero in progreſſione pri- 
ma, & diviſionem tenta per x + 3, unde prodibit x* — 4x 
| +2 =0 cyyus radices ſunt 2+ v2. Adeoque tres ra- 
dices ſunt — 3, 2 + V2, 2 - [N | | 
Et rurſus ſi æquatio fit 2 5 * + 1 W — 1615? — 190 
+ 144 So, F 94, erit | 
+1 8 252 C 
* = oe 25x* + 110x3 &c. + 144 I, 2,3, 4,6, &c. +3+38&c,—2&E, 
— 2 97 288 C1,2,3,4,6,8&c. +2—2&c.—JZ&C. 
. N Ta 2 a mn. 


x 


12, 4,8, 16, Kc. + 4+886,-—1%e. 


Ex his progreſſionibus tres ſeliguntur diviſores tentandi, 
nempe „ + 3, 5% T 3, & * — 2, quorum ultimus ſolus 
ſuccedit, et quotientem dat 25%? + 160 + 159 — 72 2.4 


„ren 
3 — 


5 (174 ] 
Atque ita fi zquatio ſit 244 — 50a* + 494 — 1404? 
+ 64a + 30 =o, operatio erit ut ſequitur. 


+2 | „ 6 7 ae Bf pt Ps 

72 +l e 2. 1 1— 111 
2 | | 39 | 1,2, 3,5, 6, Kc. —1 RY. 

(1 297 J 1, 3, 9, 11, 27, &c. | —3--9—11 


Tres occurrunt hic progreſſiones quæ tres dant diviſores 
tentandos 24 — 1, 44 — 5, & 6a — 5, quorum ultimus 
ſolus ſuccedit, prodeunte 4a. — 54 + 42 — 202 — 6 = ©. 


Atque hic obſervandum, quod progreſhonem 2, 1, o, 
— 1, &c. continuando, facilius detegentur diviſores inutiles. 
Sic in exemplo noviſſimo, ſi quintus accedat terminus pro- 


1 3 | greſſionis ſubſtituendo — 2 pro a, prodit — 2618, cujus ex 
FRET. T diviſoribus 1, 2, 7, 11, 17, &c. — 17 ultimam progreſſionem 
1 0 7, 1, — 5, — 11, continuabit, cæteris interruptis. 
! | | ) 298. Si nullus occurrit hac methodo diviſor, vel nullus 
1 | i qui dividit propoſitam æquationem, concludendum erit : 
. _. _#quationem illam non admittere diviſorem «nius dimenſi- 
1 onis. Poteſt tamen fortaſſe, ſi plurium ſit quam trium di- 
} = | menſionum, diviſorem admittere duarum. Et ſi ita, diviſor 
S . . . © . . . 
HAT 1 ille eruetur ope methodi inſequentis, quam ſic inveſtigare 
| | 1 licet. 5 | | 
: 15 | | 
I) . 2 2323 , | . « n 
IB | | Finge ax + bx + c diviſorem eſſe æquationis px 
. Es 99415 | ar 
| \ + gx Kc. ＋ u o. Neceſſe eſt ut @ fit diviſor nu- 
. N 3 EL 3 . 3 n = i . i 2 
; | g meralis termini altiſſimi p, aliter enim totam æquatio- 
| 
78 
| i 
38 


— te <a oro he ors 
> 5 


1 , 9p 1 RSS _—— 1 * . 
= and „ —2w;.;ßꝛrßv. uTT— ea 2 2 8 a Acc — on. —— . 7 : 
A - 4 
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nem non divideret. Subſtitue jam ſigillatim pro x quatuor 


vel plures terminos progreſſionis arithmeticæ 3, 2, 1, o, 
n a erunt valores reſultantes 


4 


pr + qx Tr 4 &c. 4 2 ax* + bx + c 

3 3% +3 9+3 r+&.+ 9a 4 35 44 
* —1 2 es | | | 

2 2H + 2 g + 2 r + &c. +u _ 4a + 2b ＋ 6 

1 + 9+ r + &c. + 2 a + b +c 

W * * Sc. 4 2 * * ＋ c 

— Fþ+ g++ r + &c. ＋ A a— 311 


—2 T2. PE: 9 T2 ⁵ „A &c. 4 2 442 — 25 1 


Ubi obſervandum eſt, quod ſi de valoribus ſucceſſivis di- 
viſoris generalis ſubducantur primi horum termini 9a, 4a, 
a, &c. reſpective, reſidua 36 + c, 26 + c, b + c, &c. con- 
ſtituent alteram progreſſionem arithmeticam cujus diffe- 
rentia communis eſt &, & cujus terminus c e regione zero 
in progreſſione prima erit ex diviſoribus termini correſpon- 
dentis 2. Unde elicitur regula inſequens. 1 


198. 5 quatione propofita Aab lhitue pro x, 1 vel plures 
terminos progreſſionis bujus 3, 2, 1, o, — 1, — 2, & de di- 
viſoribus omnibus numerorum reſultantium tam: offirmativis quam 
negativis, Jubduc guadrata correſpondentium terminorum pro- 
grefſionis illius, in diviſorem aliquem numeralem termini alliſimi 
aquationis ducla; & refidua propriis cum ſignis e regione pro- 
greſſionis colloca. Dein progreſſi ones omnes collaterales tam re- 
Seentes quam ** nota que per ifta * ſdua percurrunt, Et. 


. / r ũ2n an ll nt EE 


76 
erit diu ifor ille duarum dimenſionum tentandus, cujus brimi termint 


coefficiens gſt prædictus diviſor numeralis ter mini alliſſimi; ſecundi 
evefficiens, differentia communis progreſſionts illius collateralis cum 


figno affirmativo i decreſcat progreſſio, negativo fi creſcat ; & 


e tertius terminus, iſte progreſſionts collateralis terminus qui ſtat 
regione zero in progreſſione primd. 


Inventetur autem differentia communis, ſubducendo terminum 
ifiuſmodi progreſſionis e regione zero in progreſſion prima, de 
termino ejuſdem progreſſionis proxime ſuperiore, eritque differentia 
Me maliva aut negativa prout progreſſio N vel 1 


x 

Ut fi æquatio propoſita fit K * — 5* + 12x — 6 
15 o, ſubſtituendo pro x, ſucceſlive 3, 2, 1, 0, — 1, — 2, 
numeros prodeuntes 39, 6, 1, — 6, — 21, — 26, una 
cum eorum diviſoribus tam affirmativis quam negativis ſic 
diſpone 


3 39 1,3, 1 3.39.— 1.3, &c.—8,—6, 4, 30.—1 O,—12,&C.|+ 4 6 | 


— 


0— 611, 2, 3. 6.—1,.— 2, &c. 
—I—21/1,3, 7,2 1.—1,—z3, &c. 


— 2 420 1 2251 3,26,—1,—2,&c. 


2 G6[1,2, 3, 6,—1,-2,&C.|—3,—2,—i,2,—5,— 6,&c. 


| 


＋ O 


I, 2, 3, 6,.—1,—3, &c.—2 


O — 2, 


1＋2—3 


+o 
7.41 


O, 25 6, 20,.—2.— „&c. — } 


. 9,22, —5,—6, &c. —6 


+6 


[+g 


Dein de his diviſoribus figillatim ſubduc quadrata ter- 


minorum progreſſionis primæ ducta in diviſorem numera- 
lem termini x*, qui unitas eſt, viz. terminos q, 4, 1, o, 1, 
4, & prodibunt termini — 8, — 6, &c. — 3, — 2, &c. 
e latere pariter diſpoſiti; qui duas przbent progreſſiones 


arithmeticas W bu +0, &c. RT — 3, + o, &c. 


— — — nn te — 


en, 

collaterales. Unde prodeunt diviſores tentandi & + 2x 
— 2 & x* — 3x + 3, per quorum utrumque res ſuccedit. 
At factoris x* + 2x — 2 = © radices ſunt — 1 + 3, 


W LEY 


irrationales, et factoris x* — 37 + 3 © radices 


" fake impoſſibiles. Hæc regula igitur aliquando atilis erit 
in radicibus æquationum ſurdis & impoſhbilibus eruendis. 


199. Si nullus inveniri poteſt hoc pacto diviſor qui ſuc- 
cedit, concludendum eſt æquationem propoſitam non ad- 
mittere diviſorem duarum dimenſionum. Hinc quoque 
concludere licet, æquationem non admittere diviſorem 
trium dimenſionum, ſi modo quintum non tranſcendat gra- 
dum. Sin æquatio ad ſextum gradum aut ultra aſſurgat, 
poteſt forſan nullum admittere diviſorem niſi qui ſit trium 
pluriumve dimenſionum. Poſſet quidem eadem methodus 
extendi ad inventionem hujuſmodi diviſorum quzrendo 
in prædictis reſiduis, progreſſiones non arithmeticas, ſed 
alias quaſdam quarum terminorum differentiæ primæ, 
ſecundæ, tertiæ, &c. ſunt in arithmetica progreſſione: 
at in his tyro non eſt detinendus. Siquis tamen hæc 
deſiderat, adeat M Laurin, Algeb. Part. II. F 70. 


DE INVENTIONS. DIVISORUM Z&QUATIONUM LIT ERA 
LIUM QUARUM TERMINI SUNT HOMOGENEI. 


5 


| . 8 n - 

200. Proponatur zquatio x — x — a' 
+ 12%, Ke. — 6 o. Et fi dividantur radices 
I 1 


| [278 ] 
hujus 5 a, ſubſtituendo ay pro x emerget ) * 


„ "+ 127 = &c. — 6 o. Deinde per regulas 


præcedentes BF Laine diviſorem, & reſtituendo i in divi- 
ſore prodeunte 5 pro q, & tollendo fractiones, habebitur 


datæ æquationis diviſor. Hinc elicitur regula inſequens. 


201. Ubi in equatione propofita duæ "font liters, omnes 
; ejus ler mini ad dimenſiones æque altas aſcendunt ; pro una ifta- 


rum literarum pone unitatem, dein per regulas pracedentes quare 


diviſorem, ac diviſoris hujus comple de eficientes aimenſiones reſlitu- 


endo literam illam fro unitate. 


Ut ſi æquatio ſit 6x% — ax* — 214 + 3% + 204* = © 
ponendo 1 pro a, evadit 6x* — * — 21x* + 3x + 20==0, 


cujus eruetur diviſor 3x + 4, & completa deficiente di- 


menſione poſterioris termini per dimenſionem a, fit 3x + 44 
diviſor quæſitus. Ita fi æquatio fit *“ — bx? — Fb'x 


+ 126'%x — 66+ o poſito 1 pro b, & æquationis reful- 


tantis * — * — 5x* + 128 — 6 = o 1nvento diviſore 
* + 2x — 2, completis ejus deficientibus dimenſionibus 


per dimenſiones b, habebitur” diviſor 1 9 + 26x 


— 23 * 


poſſet eadem methodus extendi ad inventionem G- 


rum uhi in æquatione propoſita tres vel plures funt literz, 
idque ſive termini ſint æquialti ſive non; cæterum hiſce 
non eſt immorandum. Conſulat lector horum — 
Clairaut, Algeb, gta edit. 70S 1 p. te &c. 


ee 


— etÞ * — 
zr 


179 ] 


DE RESOLUTIONE ZQUATIONUM DUAS PLURESVE RA- 
Picks INTER SE ZEQUALES HABENTIUM. 


* 
Fs 


202. Ubi ex 5 183, vel aliunde compertum eſt æquati- 


onem binas plureſve radices æquales ſortiri, conferendo 
hanc cum æquatione dimenſionis inferioris inde elicienda, 


per d 185, facile 1 inveniri poteſt valor unius radicum æqua- 
lium. 


203. Ut ſi proponatur æquatio cubica x3 — N + gx 


, So, duas habens radices inter ſe zquales, inde eli- 


cietur per & 185, æquatio quadratica 3u* — 2þx + q = o, 
radicem habens unam radicum æqualium. Collatis autem 


hiſce æquationibus inter ſe, per REG. F 70, reſultabit qua- 


dratica px* — 2% + 37 = ©, et quadraticis iterum collatis, 


reſultabit ſimplex æq. (2þ* — 6p) 1) ages) unde : 


ey. gr. 
prodit bee 7 2 


—ä—ũ— e — 


Trunc valorem x unam radicum æqualium exponere, per 


compoſitionem æquationum conſtabit. Sint enim radices 
a, a, b, erit p 24 A b, =O + Zub, & = . Adeo- 


get his 3 prodit * = 7 ='9 gr __ = 40'b 24. 


14 5 8 2a 3 + 238 
= Sie habita zquaridiie 8 + 5* — gas + 36 So, 


bo Vide Di Wert. D. Hellins, Phil. Tran/, an. 113 p. 417. 


11 


" 2 —_— 
— - —_—_—_—_ - SH — = 


z 
5 


„5 


. 160 + 22 
ebe en. gf 
— 855 = 2. Adeoque dividendo æquationem datam per 


(x — 2)? eruetur quotiens x + 9 =o. Ergo tertia radix ; - 


erit — 9. Habita quoque zquatione & — x — 4 = o, 


— Or > _— 


crit x = = =— + Adeoque tertia radix ＋ 1. 


— 69 L 


204. $i proponatur æquatio biquadratica «“ — p 


+ i — 7x + 5 = ©, duas habens radices reales, harum 


una erit radix zquationis cubicæ 4x? — 3þx? + 29x — r 


= 0. Et collatis his zquationibus, emerget cubica px? 
— 2% + 37x — 44 = o. Et collatis cubicis, emerget 
quadratica (3þ* — 8g) x* + (127 — 2þg) & + pr — 16s 


= ©, ſeu abbreviandi gratia, Ax? + Bx + CS Oo. ET 


collatis iterum cubicis, per REG. 5 73, emerget altera qua- 
dratica (pr — 16s) x* + (12ps — 297) x + 37. — 8% o, 
ſeu Cx + Dx + E = o. Dein collatis quadraticis, emer- 


get (AD — BC) x + AE — C* =o, adeoque x = 8 


Reſtitutis autem valoribus A, B, C, &c. prodit 
6529 — 22 — B8prs + 6qr2 — 16747 + 6452? 
9p*s — ff — 3pr* — 32pgs T qqr + 48rs - | 
5 
49 ＋ 48. 


& == 


Deleto 


autem termino ſecundo zquationis, erit x = 


— (3 —=899) g + 325 
— (q* + 125) ar * 


Vt 


e 1; 
Sic habita æquatione & — 11x* + 18K — 8 o, ſtatu- 
endo = — 11, 1 18, 8, prodit 


x = + I. 


— (121 — 96) 36 FO — 9⁰⁰ 
dendo æquationem per (x — 1)* prodit quotiens #2 + 2% 
— 8 So, cujus reductio dabit reliquas radices + 2 & 


* 


Si tres biquadraticz radices fint inter ſe æquales, harum 
duz erunt radices æquationis cubicæ 4x* — 3þx* + 2% 
— So, et una, quadratice 6* — 3px + q =o. Et 


his collatis, eruetur x = F— of Ut fi æquatio ſit 
4 | 3 ; — z. Ty =—= US A.” 39 — : 


adecans dividendo per Tabs 1)? eruetur quotiens x +2=0, 
adeoque quarta radix erit — 2. | 


liſdem veſtigiis inſiſtendo nes radicum æqualium, & 
inde reliquarum, in æquationibus dimenſionum ſuperio- 


rum eruere licet. 


* 


205. Hactenus relutiodens zquationum tradidimus 
quæ rationales diviſores admittant. Deficientibus autem 
hujuſmodi diviſoribus, aliquando reduci poteſt æquatio 
quatuor, ſex aut plurium dimenſionum, per ſurdum ali- 
quem diviſorem. Methodum quidem tales diviſores inve- 


niendi tradit Nezwtonus, quærendo nimirum quantitatem 


aliquam complexam quæ quadratum utriuſque partis æqua- 
tionis propoſitæ compleat, qua addita, per extractionem 


— (972 — 704) 11 + 2048 — 900 | 5 
54 Gl. 2 2 Et divi- 


© 


„ 
ſurdæ radicis quadraticæ utrobique res ſuccedit. Has au- 
tem reductiones prætereo, quarum utpote raro poſſibilium, 
perexiguus fit uſus, ipſo fatente Newtono, qui r& poſſi- 
+ bilitatem potius quam praxim commodiſſimam voluerit 
exponere.” De his conſulendus eſt AM*Laurin, &c. et 
præcipue Simpſon, Mathematical Tracts. 
Hane analyſeos partem haud minore ſtudio excoluiſſe 
videtur Leibnitæ, Newtoni æmulus, licet meditationes ejus 


in lucem non prodierunt. In epiſtolis ſuis ad Oldenburg, 
an. 1676, ita ſeribit. | | 


De zquationum radicibus ſurdis generalibus inveni- 
endis, five quod idem eſt, rollendis æquationum poteſ- 
tatibus intermediis, multa & ego meditatus ſum ; & 
Jam vere anni ſuperioris ſpecimina Higenio communica- 
veram regularum Cardanicis ſimilium. Seriem enim ha- 
bebam ejuſmodi regularum in infinitum euntem, in 
quibus & Cardanica continebatur. Sed ultra gradum 
cubicum non erant generales. Perſpexi tamen inde: me- 
thodum veram progrediendi longius.— Sed ſiquis la- 
borem non ſubterfugeret, eum docere poſſum methodum 
analyticam generalem infallibilem, per quam omnium 
æquationum radices generales invenire liceret.“ Vide: 

Commerc. Epiſtol. Ne 53. | 


Merito tamen dubitare licet, annon promiſſa tam in- 
gentia celeberrimi ſcriptoris fiduciam fefelliſſent, ſimodo 
calculis ſuis ultimum manum imponere voluerit. Multa 
enim ineunte calculo facilia fore fidimus, que: temere aſ- 
ſumpta & prorſus impoſſibilia arguet matura inveſtigatio. 


Pergamus jam æquationum cubicarum & biquadratica- 


cc 


cc 
cc 
cc 


rum reſolutiones generaliores docere. 


Fi 
8 
4 
fi 
12 
s 
1 
. 
5 
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DE RADICIBUS ZQUATIONUM CUBICARUM. 
15 


206. Quo melius inſtituatur diſquiſitio de radicum eu- ; 


bicarum natura, commodum erit æquationem quamcun- 
que cubicam, delendo terminum ſecundum, ad formam 


ſimpliciorem reducere x* * , gy =. r ; ubi variantibus ſig- 


nis q & 7, quatuor diſtinguuntur caſus, quorum tres 
priores tantum (ut in quadraticis) pro legitingzs habuerunt 


_ analyſtz vetuſtiores. 


I, K* +qr=+r 
II. v—ga=+r 
III. * — ox — 
IV. 0 + 9* ==. 


207. Deſignante p, primam radicem quoquo modo inve- 
niendam, quæ ſemper realis erit, dividatur zquatio & + gx 
ro, per factorem ſimplicem x -o, et (evaneſcente | 
refiduo p + q — r) emergit quotiens * + px + +9 
=o. Et extracta hujus radice quadratica, prodit ĩ = 
— ＋ =. Aquationis itaque & + gx == r, tres 
radices ſunt p, — 3þ + /—3 75. — 75 vel — 25 — L. 
Et fic univerſaliter : æquationis X* , qx r, fi una radix /it p, 
erunt reliquæ iÞ Vp, bi 1p ꝗ cum ſignis mu- 
tatis, fed + p ſemper negative ponendum. Sunt igitur duæ 


1 
| 


yi 
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poſteriores radices ſemper impoſſibiles ubi 7 in data æqua- 
tione affirmati vum eſt, adeoque \/— } 77 —9 quantitas im- 
poſſibilis; aut ubi negativum eſt & ſimul minus quam 
3þ*, adeoque Yi ? impoſlibilis : : at ubi q negativum 


eſt ac ſimul zquale aut majus quam 2, ſunt ſimul reales, 
aut evaneſcente, aut poſſibili jam factà V- 2 + g. 


— 


Ibi i itaque verſabitur limes radicum realium & n N 
Jum ubi ꝙ in data æquatione negativum eſt & æquari pri- 
mam incipit 52. In ipſo autem limite, prodit x q'*= 55*| 
= za ß. Itemque ſubſtituendo 252 pro q in æquationem 


© — pg = , prodit z&* =. r, adeoque , = #1? 


= ip. Ergo, 7 = (x Be 1. 


Ubi vero in data æquatione negativum eſt ac ſimul 


minus quam %, prodit 25 minus quam , ſeu quam 


27 . Sed in hoc caſu, (p — pg) fit majus quam 
455, adeoque 7, majus quam 7 ſeu quam 25. Ergo, 
a fortiori, prodit 399 minus quam ; Ts Contra fi q fit ma- 
jus, GC 15 

208. Hinc partim ex Goo quo afficitur 9 in data æqua- 


tione, partim ex magnitudine ejus reſpectu r, innoteſcit ge- 
* radicum realium & impoſſibilium in æquatione 


9% =.r. Nam ubi affirmativum eſt, qualiſcunque 


I 185 ] 
ſit ejus magnitudo, ſemper duæ ex radicibus æquationis 
ſunt impoſſibiles; idem 1 fiet, ubi negativum eſt 


1 2 Gmul minus quam $72. At wbi 7 negativum eſt & 


7 ſimul zquale aut majus quam 72, ſunt omnes radices 


reales. Sicut aliunde collegimus, $ 179, 183. 


Hanc methodum deducendi affectiones radicum æqua- 


tionum cubicarum termino ſecundo carentium immediate 
ex ipla æquationum natura, ſuggeſſit diſſertatio viri in 
hiſce verſatiſſimi, Hutton, on Cubic Equations, & infinite 


Series *. X 


DR RESOLUTIONE Z#QUATIONUM CUBICARUM. 


7 
— 


209. Proponatur æquatio cubica cujus ſecundus termi- 
nus deeſt, x* * + gx =r. Ad hanc enim formam æqua- 
tionem omnem cubicam reduci poſſe conſtat ex præceden- 


tibus. Finge x duas in partes dividi, quarum fit major 3 


& minor 2. Et ſubſtituendo y + pro & in hac æquatione, 


prodit r + 3y2 (3 +8) +9 (y +8) = r. Finge 
iterum 3) æquari 9g cum ſigno mutato, et terminis 332 


(y + 2) atque 0 + S) hoc pacto ſe Mean mane- 
bit * + 2 = 7, Gee! fubſtiruendo — Nm pro 23, (ob 3 Je 


* Phil. Tranf. an. 1780, p. 387. 
K k 3 


| | 186 ] 


* 3 z t 
= — 7, adeoque 2 =) erit 7 — 757 = , ſu 


3 ; 85 
* 4 Adeoque per reductionem, y = ir + 


3 1 — — — 


V- + & NV ir + VE . Itemque 23 = 


27 1 
4 27 TS 27 
. 3 W 2 2 "3 : : £ . a 5 f 
3 = Vi ir — V F _- — e univerſaliter : Si 2 


| | . 5 2 3 3 | 
. qx = r, tf x = Vi ir + r 1 
V . Dr TL uſdem ſignis ac r & q in equatione 
4-7 27 15 5 | 


27 


priore afficienda ſunt, fed ir* ſemper affirmative ponendum. 


* Hazc formula appellatur Cardani regula, licet inventionem ejus Scipioni Ferreo 
Bononienſi tribuit ipſe Cardanus. Diſcipulo ſuo Antonio M. Florido formulam 
tradidit Ferreuss At Florido cum in certamen veniſſet cum Nicolus Tartalea 
Brixellenſi, occaſionem dedit ut Tartalea, rem diu ſecum meditatus extuderit, 
cæteroſque formulæ caſus limul invenerit : et adverſarii problematis 30 ſpatio 
duarum horarum (ut ipſe ſcribit) reſolutis, alia viciſſim iſti objecit ex cæteris 
caſibus, quibus ſolvendis omnino impar erat. Formulam ipſam Cardano roganti, 
multis precibus exoratus impertivit Tartalea, ſuppreſsa tamen demonſtratione, 
eumque juramento adſtrinxit, ſe hanc neutiquam vulgaturum nec niſi cifris com- 
miſſurum. Verùm Cardanus promiſſorum immemor, hanc publici juris fecit in 
opere quodam De Arte magna, an. 1545. Unde ingens controverſia exarſit, re- 
clamante Tartaica fidem fregiſſe Cardanum, regerente Cardano, ſe regulam novis 
inventis auctam & demonſtratione inſuper munitam, quaſi propriam jure edi- 
diſſe, neenon ſerupulum injiciente an Tartalea inventum ſibi recte vindicaverit. 
Nec extinctæ ſunt lites niſi cum ipſo Tartalce, qui an. 1557 obiit. 


Quanti hanc formulam fecit Cardanus, ex ipſius verbis conſtabit. Tem- 
« poribus noſtris Scipio Ferreus Bononienſis capitulum cubi & rerum numero 
« zqualium invenit. Rem ſane pulchram & admirabilem, cum omnem huma- 
« nam ſubtilitatem, omnis ingenii mortalis claritatem ars hæe longe ſuperet, 


„ 


Invent prima radice x=y+z, innoteſcent reliquæ. Quo- 
niam enim unitati competit radix cubica triplex, nempe, 


&© donum profecto cœleſte, experimentum autem virtutis animorum, atque adeo 
« illuſtre, ut qui hæe attigerit nihil non intelligere poiſe ſe credat.” Cardan. 
Operg, Toni IV, p 222. Cardanum vero fefellit radices reales, in Caſu irredu- 
c:bilt, ſub ſpecie impoſſibili i adumbrari. Primus hoc exploratum habuit Bombellius. 


Hujus regulæ hiſtoriam concludemus cum verſibus Italicis quibus primi caſus 
ſolutionem expoluit e 


; Quando che il-cubo con le coſe appreſſo 
; S' agguaglia a qualche nugero diſcreto, 
Trovani due altri differenti in efſo 

Dapoi terrai queſto per conſuets 

Ch il lor producto ſempre fi eguale 

AI terzo cubo delle coſe netto; 

El re/iduo poi tuo generale 

Delli lor lati cubi ben ſottratto 

Verra la tua coſa principale. 


Hoſce verſus fic iterpretari licet. 


Quando culus cum rebus adjectis æquatur Humero, i. e. x3 ＋ gx = r, inveni- | 
antur duo alii numeri (y & ) quorum differentia fit r, & productum (yz) 


. d : * | 2 o . 3 of ., „* . 
æquale cubo tertiæ partis coefficientis rerum (4 Sed per primam conditio- 


nem, aan r+2=y& yy —r = 2, adovque per ſecundam conditionem, 


— —äSã— — — — — 


„* — ry = = L, & per reduionem, y = * : 1 25 + Z. Itemque, rs 2 


= 5 & per el 2 32 8 E 5 1 r, Deinde radicibus y & 2 cu» 
| 33 * 


* * —_ CT I LO — 
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r 


——, —, coefficiente triplici ex- 


ponendæ ſunt y & z, ſeilicet 


* $2 —1+y—_; i — I — Y-}.. 
I 5 vel „% e J, vel 2 TY HJ» 


| «ike — 32> - RES YL. 
Ubi V=3 contrariis ſignis afficiendum in valoribus correſ- 
pondentibus y & , ut productum ex his in unoquoque 
caſu ſit yz = — Quod hoe pacto ita ſe habet, nam 


Prodeunt igitur tres radices, 


I. y + , 
3 8 = 
. * 3 


0 | 5 : 5 ; : : 3 
bice extractis, & ſubductã majore radice eubicà a minore, prodit res ſeu x = 4/: 


V<= + £+ * + 2 — ze, ſeu quodeodem redit, = V f 
4 27 | 27 | 


+" + LO Tn. V. Vide Montucls, Hiſt. de Mathem: 
4 7 77 | 
Vol. I, P · 480. Et Difert. De Gua. Mem. de I Acad. An. 1741. 


* | 


9 
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e eee 
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ene Seven. 2 M —@3 - Cs 
2 2 1 


Ubi obſervandum eſt, quod ſi ꝗ fit negativum & 5 ſimul 
æquale 4, evaneſcente 2 1 5 25 fiet tam y quam S 


3 


—_ A 4 * 3 1 py 
Var, adeoque prima radix y + 2z= 2 Vr, reliquæ 


autem, evaneſcente” EE z, evadent — — = — 7 re- 
; 2 
1 


| 7 - 
ſpective, adeoque coaleſcent in — Vir. 


210. Er hoc modo erui poſſunt radices omnium cubica- 
rum æquationum, ubi q affirmativum eſt; vel ubi 9 ne- 


| f i 
gativum eſt & 25 ſimul minus quam 17, adeoque | 


- 


V * ” quantitas realis, id eſt, ubi duæ ex radicibus 
; db ſant impoſlibiles; ; vel etiam ubi 9 negativum 


eſt * 75 ſimul æquale 175, id eſt, {bi duz ex radicibus ſane 


equales, At ubi g negativum 170 & 25 Gamb majus quam : 


; fir V ies =—© „ quantitas impoſlibilis, adeoque tres ra- 


dices ſpeciem ementiuntur impoſhibilem, ubi revera ſunt 
omnes reales. Vide ö 208. 


T's 


( 190 ] 
211. Hic caſus, qui vulgo appellatur z7reducibilis, plus 
quam 209 annos analyſtarum ingenia exercuit. De hoc 


ita Scbootenns *, Ubi 172 fic minus quam 5 ibi præ- 
* dlicta regula non habet locum, nec ejuſdem beneficio 
* radix ullo modo intelligibili explicari poteſt. Quæ qui- 
dem res olim multæ fuit caliginis, & ut ſcribit Albertus 
* Girardus in libello cui titulus, Invention nouvelle en IAl- 
** gebra, qui anno 1629 prodiit: Hoc gſt in quo auclores bac- 
e tenus fuerunt valde intricati, & ut verum fatear, in re quam 
* maxime difficili.” Nec minus in hoc etiamnum herent 
Analyſtæ quam in circuli quadratura Geometræ f. Latet 
certe vitium in altera conditionum ad reſolutionem datæ 
equationis adicitarum. Nam licet quantitatem x duas in 
partes y & 2 dividere /emþer poſſibile fir, tamen partium | 
rectangulum ys æquari 49 cum ſigno mutato aliguando im- 
poſſibile erit. Ubi quidem 4 affirmativum eſt, adeoque 
yz (= 1%) negativum, contraria ſortientur ſigna y & =, — N 
atque idcirco creſcente minore quantitate z a nihilo ad in- 
finitum, ſi ita ſimul creſcat ut exceſſus ejus ſupra æ ſit 
ſemper æqualis x, creſcet quoque rectangulum — ys a ni- 
hilo ad infinitum, atque ideo alicubi inter creſcendum fiet 


æquale — 39. Ubi vero 9 negativum eſt, evadet yz (= 
— 5g) affirmativum, ſignis igitur ſimilibus afficientur 
& x, affirmativis utique fi x affirmativum ſit, negativis fi 
ſecus. Cæterum yz rectangulum ſub partibus x tranſcen- 


co 


* Vide Schootent Comment. in opera Cartes, vol. 1, p. 345. 


1 Prodiit anno ſuperiore Padu liber cujus titulus ſaltem, deſideratum hoc 
tandem ſuppleri poſſe expectationem præbet, Della poſſibilita della reale ſolutione 
analitica del caſo irreducibile, aut. Giambat. Nicolai, Algeb. Profeſſ. At nondum 

ad manus pervenit. 


Ws 
dere nequit quadratum ſemiſſis x, ſeu 4 x. $ 46. Et proinde 
conditio yz = — 39 plane impoſſibilis eſt ubi — 1 fit ma- 
jus quam & ſeu (quod eodem redit) 15, adeoque — 75 


majus quam 172. per { 207. Et. ex hy potheſi im- 
poſſibili concluſionem impoſlibjlem colligi mirum ele 
non debet. 


212. Pergamus j jam " Rojo Regul uſum exemplis iſs 
luſtrare. 


Ex. 1. Sit æquatio reſolvenda & + 3ox = 117. Erit 
C 7 2 Sy 13689 ak 17689 


133 = VL + 1553 = 5 & * = 


— 3 2 2 2 
* — — = EB = cn.) ee 


+2, y—Z ,— 


—2 = 13, et ey 


— 22 —3 
; 2 2 | * 


Ex. 2. Proponatur æquatio uw + 3. + 9u = 13. De- 
leto termino ſecundo, ſubſtituendo nimirum » — I pro #, 


erit & + 6x = 20. Adeoque 17 = 10, 19 =2, 7 5. 


=Vies + & = 10,3923. Ergo, y + #= N 16 T 16,3923 


1 922 
| | PO 


+ Vis —10,3923 = 2,732 — 0,732 = 2. Et ——— + 


= N= i 3. Hinc # = (x 129 
1, vel — 2 + 1,732 V— 3. 


Ex. 3. Sit æquatio 2 — 3u* — 27 = 8, Depreſsa 
æquatione et ſublato termino ſecundo, ſubſtituendo utique 
x + 1 pro , prodit & — * = 12, Adeoque 1 = 6, 
EET. = 
„„ V 36 — Slawen Ergo 1 


— Ve * 5,6009 + Ve 886 2, 26376 +, 73624 = 3. 
Et proinde * = (x + 1 =) 4. Reliquæ radices ut in præ- 
cedentibus exemplis prodeunt umpolhbiles. 


213. Aliquando binomiæ quantitatis (qualem parit hzc * f 
| æquationis cubicæ reſolutio) ex una parte rationali (five | 
| 7 hæc integra fuerit fave. fracta) et altera irrationali, vel ex 
| duabus irrationalibus ad inyicem incommenſurabilibus 


„ conflatæ, radix cubica per binomiam ſimpliciorem deſig- 
7 i nari poteſt; ut olim expoſuit Bombelliuvs, Ex methodis au- 
tem in hunc finem excogitatis, Walliſianam licet tentando 
| | fit, in praxi commodiſſimam reperi. Hanc idcirco in com- 
"8 pendium con I e e jam tradam. 


i 


| * Vide Walla, Opera lu vol. 2, p. 188, & ſeq. 
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INVESTIGATIO RADICIBUS BINOMII CUBI. 


214. Sit quantitas A + VE ex una parte integra A, et 
alter irrationali Vn; conflata. Reducatur V BC ad for- 
mam ſimpliciſſimam BVG extrahendo quicquid eſt rati- 
onale, ſi modo B deſignet numerum ab unitate diverſum. 
Sit radix quæſita x V, et manifeſtum eſt, quod b yy 
debet eſſe pars aliquota BV, adeoque 6 pars aliquota B 
et VN ipſi VN æqualis; niſi enim hæc ſurda V/Q ingredere- 
tur radicem ingredi non poſſet cubum. Erit igitur x? + 
4xbVy + gab*y + byVy = (x +1 5 =) A+ BYT. 
. Adeoque pars integra cubi & + 3xb%y = A, & pars irra- 
tionalis 3x V + byVy ſeu (3x% + 327 Vs = BVG. 
Unde dividendo per V = VE, 18 3x*6 + 55 == B, 
B: -: by 


adeogue per reductionem, ** = 3b „ hi. = + 


5 33 — 7 | OOO jam ſabſtitue pro b, integros 1, 2, 


2a ſee, aut fratos- &c. donec V- : 1 2 emer- 


| gat rationalie. Deinde ſubſticuto —__ rationali x, fi 
* + 3xb%y evadit æqualis A, fiet quæſitum, et innoteſcet 
ee pars radicis * & * 5,0 modo radix extrahi poteſt. 


LI 


=, 27 2 
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7 | . . I 
Integros 1, 2, 3, &c. aut integrorum ſemiſſes — 2, 7, 
&c. ſubſtituendos eſſe pro h, quò partibus radicis in ſe 
ductis emergat A r ita demonſtrare licet. 


Sit radix aurden 5 * 2 , deſignantibus m et u inte- 


gros ad x & BV reſpqctive primos; eritque ©- OE 3 KN¼Ṽ 


mn = 


4 *j # 423 1 3 - FN : 

+ 3xb'y + _ radicis cubus, ubi 25 + 3x0 ſeu A, 
mn m mn. 

necnon == + -- ſeu B, debet elle integer. . Ponatur 


ac 3 * 
—— — 


. 


5 
38 2 cn. E concinriando eri 


min 13 
integer, adeoque 15 = ** integer, adeoque coefficiens 1. 
integer, et n ex multiplis nh Pone igitur » = mb x d. Et 
ſubſtiruto hoc valore », prodit y = 1d" — 3. Arque 
fubNicuis iterum valoribus' = & y jam inventis, prodit 


— + P92! = rcd — = integer, adeoque * integer, 


adeoque coefficiens i integer, Et proinde m'= r vel 8, 
et m D f vel 2. Cæterum fuit y = di X Fa =, adeo- 
que V =d V 3x", adeotguc altera pare radicis 2 


bd * 1 omg — | — green | 3 , * » 
2 — r Ergo, eee 


communem habet denominatorem m = 1 ubi » & b ſunt 
integri, vel = 2 ub zum: fracti. 


— 
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21 RY Porro, ne operam fruſtra inſumamus tentando 
ſuccelſive valores inutiles 6, obſervandum eſt quod cre- 


1 
ſcente 6, decreſcet * = Vi — 2 ; aut vice versà. Et 


proinde ſi juſto majus 3 b, juſto minus emerget X, 
adeoque A + 30% minus quam. A aut vice versa. 


ern Methodum Walli zianam radicibus concen 
ſolummodo adhibentur valores affirmativi x ; at ope valo- 
rum negativorum x aliz inſuper radices explorari poſſunr. 


216. Ex. I. Si quæratur radix cubica quantitatis.10+ Vis 


ſeu 10 ＋ 6V3 ; ſubſtituto 1 pro , prodit x = 5 1 _— 
= 55 — 5 = 1, Deinde ſubſtituto 1 pro x in æquati- 


onem x* + zxb*y= A, prodit 1 + 9 = 10, ut oportet. 
Ergo radix tentanda 1 + V3z'. Hujus autem cubus per 
mukriplicationem dat 10+; y/108 ; itaque fiet quæſitum. 


Ex. 2. Sit radix cubica extrahenda ex Vs + 25 ſeu 


= DO Res 8 non — ee x 1rrationali, 


LLE 


* Subſtituatur 3 iterum 2 pro ber et prodit ” = V= -— _ = 


92 = 1. Deinde, ſubſtituto 1 pro x, æquatio x3 + 3*⁰⁰ 
"3b a =, 1 > 


7 


— * am MF es 4 — 
, . " 2 


- 
- = — = p <—— \ 
1 * 
— * 9 * R © e 
” * 
4 5 * = 8 8 
. — 1 ; . 
o ww Fo * 7 — — — 
— — —BE̊ . —— - a>" ie ay * p * 7 — 1 ” 
Cant Ur 

2 ba; 


„ J 


2 —ů —-—ꝶ4ʒ . —— — — e 


quantitatem datam per 5 , unde prodit 
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= A, evadit 1 + 24 = 25, ut oportet. Ergo radix ten- 


tanda 2 V2 + 1. 


Ex. 3. Si radix cubica extrahenda fit ex 2 + vs, ſub- 


ſtithto x pro b prodit x = Ve — 7 V — 7 impoſſi- 


bilis, quod inditio eſt ö non ſortiri valorem integrum. 


Subſtituatur i itaque - — pro b, et prodit x = = 71 — 5 = 
* RY | _ quo ſubſtitute, &c. th Ss Da; ut opor- 


tet. Adeoque radix tentanda - + » . Atque hic qui- 


dem notandum, quod radicibus eruendis ubi x & & ſunt 
fracti, per ſe impares ſunt methodus Newtoniana & Clai- 
rautiana, atque idcirco ulteriore egent artificio quo hujuſ- 
modi exemplis accommodentur. 


217. Aliquando formam irrationalem induunt x & B. 
Nam i | 


Ex. 4. Si radix cubica extrahenda ſit ex 68 — V5535 
ſeu, 68 — 27Vs, valoribus x & 6 rationalibus fruſtra 
tentatis, radicem nihilominus eruere licet multiplicando 
1 9 7 4 ide 


ſcilicet quantitatis valor. Dein extra FUL IR 3 
ac denominatoris radice cubica 9 Tadiy quæſita 


e 
* 


em 


1 497 J 


II. 


218. Si quantitatis A BVA pars Afi fractio, redu- 
centur partes ad communem denominatorem. Dein ut an- 
tea, extractà ſeorſim numeratoris ac denominatoris radice 
cubica orietur radix quæſita, fi modo extrahi poteſt. 


Ex. 5. Si ex Vaaz — 121 radix cubica extrahenda fit ; 
reductis partibus ad communem denominatorem fiet 
Vis —25 5 | 

1 
2 — 1 


3 


VN 


Dein extract radice cubica, &c. orietur . 


radix quæſita. 


UI. 
219. Quantitatis A B V—Q fit una pars A rationalis, 
altera B V—Q impoſſibilis. Deſignante x + 6 A radi- 
cem, multiplicando erit x? + 3a*%V — — 3xb*y Fby = 
 =A+BY -—0. Adeoque x*— 3xb*y=A, & 3x% —by=B, 
et x = * V + 2, Deinde operando ut antea, eruetur 
radix, ſi modo extrahi poteſt * | 5 | 


OR His veſtigiis inſiſtendo methodum proferre poſſumus extrahendi radicem qua- 
draticam binomii A + B / ex parte integra A & irrationali B & conflati,.. .. 


=— | *198”] 
Ex. 6. Sit radix cubica extrahenda ex — 5 Vz. 


Ponatur Y = 1, eritque x = / 3 + 5 21. Quo valore 
x ſubſtituto prodit x»? — 3*by = 1 — 6 = — 5, ut opor- 
F tet. Ergo radix tentanda 14 V— 2, quæ utique per mul- 
f tiplicationem dat — 3 | 


220. Miror itaque unde e 'S ad De Moivre ſcri- 
bens, profitetur, Se nihil ad rem deprehendiſle, de ex- 
9 Ae radice cubica binomii impoſſibilis, inſtar 


— 5 7 vel — 5 — = 2, ne quidem apud ipſum 
'« l, qui oc aggreditur.” Magiſque miror unde in 


Newtoniand g 5 2, in praxi commodiorem. Deſignante enim x 456 radicem, 
erit x 2b y ＋ U = AT BVT adeoque & ＋ U = A; 2 * = B, 


et inde x = 2 Deinde ſigillatim ſumendo þ = 1, 2, 3, &c. ſubſtituantur va- 


*lores a reſaltantes, donec x* F 3% evadat zqualis A; et ſjet quæſitum, fi modo 
"radix extrahi” poteſt. Ut fi extrahenda ſit radix ex 3 + V ſeu 3 + 2 %; 


- - 
- = * 2 
1 * — 
* + = , = W 
_ P — =—_ 0 * 0 m ** 1 * * 
* ———_—_ . N ——— amp, * 1 A 
— 1 — a - 1 - — 2 A : 8 
— 9 — 8 — - _ 
* F n 
* Om , a ET 5 WO, \ __ 
* — — — —— a . * 
n OR" TI ͤ— —— . , 7" 
i —— "egy. 1 n nds \ 
2 2 * — Ps — — * a 4 - 
A . = 1 N — 
- >” - — 8 . 
. 8 L A : _ 3 Y —D — 
— - — x Ba - * 
* * * a ” . 
. == p 
* 


n 


| * Tink þ =", eber = 1; quo ſubſtituto prodit 1 » 

/ | z, ut oportet. Ergo radix tentanda 1 + /T.. | 
172M fi BY <q ſie rh polGbilis}) erit 4 — 325 = A, cœteris manentibus. 
(Radicem, in hoc caſu, deſignante x + bY 3.) Ut 6 quzratur radix quadratica 


quantitatis impoſſibilis 1 $44 Ty ſume 3 = 1, eritque x = 2 2. 


| Quo ſubſtituto, prodit ny 55 Wa =; 4 — 3 = 1, ut oportet, Ergo radix 
tentanda 2 + y/ = 3. 1 | + 


pat 2 on 
— nn 
- = * = * 
> * — 5 2 — 
— ſl * 
— 2 by - 5 = 0 
a 1 = _ m 
WF; r N N _ * Lt Fu 0 
————— rr ern Ob oi ens, 


g 
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regulam Walliſianam animadvertit De Moivre, quaſi * peti- 


tio principu foret, aut ſaltem tentamen quod radice eruen- 
* da ſzpe deficeretur,” In Logicis certe parum verſatum 


fuiſſe videtur De Moivre, aut hanc regulam ad petitionem 


principu vix retulerit ; et æquo ſaltem jure, in regulam 
pro inventione Diviſorum, adeo decantatam, animadvertere 
potuerit, cum hæc quoque non niſi tentando ſuccedit. 


Vide Append. ad Saunderſon, Algeb. vol. Il. p. 743. 


Ex. 7. Si quzratur V7 81 + f/ = 2700/\= A $2 30 


= 33 ponendo 6 = 1, erit x = Vi. Res igitur non 


ſuccedir, emergente x. irrationali. Rurſus, ponendo 5 = 2, 
eritx= + /9 = + 3. Si ſubſtituatur + 3 pro x, prodit 
* — 3 = 27 — 108 = — 81, adeoque res non ſucce- 


cedit, quoniam figno affirmativo afhci debet 81. At * 
ſubſtituatur — 3 pro x, prodit — 27 + 108 = + 81; 
ut oportet. Ergo radix tentanda — 3 + 2/=% k 


Altera quoque radix erui poteſt fumendo 5 = =, unde 


„ . 751% 
erit x ef =, adeoque x. — 3b.) = oF — 6 


| 4 | 2 11 
= 81; ut oporter. Ergo radix tentanda > avs Jo 


221, Cæterum in hujuſmodi operationibus fi cubi partes 
communem habent diviſorem, eubicum, ſatius erit radices 


factorum ſeorſim extrahere. Sic in noviſſimo exemplo, 


81 + 7. 2700 = 27 & 3 + V — 277 radicibus factorum 


7 
PP . 0 OE Ora ng er > 
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ſeorſim extractis, valet radix quæſita Pg pig WP." fe: 3 


37 2 — 7 = —3 + 2 3, ut in priore caſu; 


et altera radix 3 *  — 1 == + DSS ut in 


— — — 


2 
poſteriore. 


IV. 
. | 
222. Sit quantitas A F +B,/Q, cujus-utraque pars ir- 
rationalis eſt. Deſignante a,/x + b yz radicem, multi- 
plicando erit a + 3a*xb yy + zab'y e + b'y yy 
=AyP + ByY adeoque, ax + ww = A & 3a*xb 
iÞ+ 57 = B, unde prodit a = VA. 5 — 2 Pro x ſubſti- 


tue jam valorem ſuum P; et 8 ſigillatim pro 6 in- 
tegros 1, 2, 3, &c. donec eruatur valor à rationalis; quo 
ſubſtituto, fi a + 3ab*y prodeat æqualis A, fiet quæ- 
ſitum. | 

Ex. 8. Si radix cubica extrahenda eſt ex 4/5408 + ,/5400 
ſeu 52 Vi + 30 %; ſume 6 = 1, evadetque a = —1 
== 2, Et hoc valore a ſubſtituto, prodit a + 3ab'y = 16 
+ 36 = 52, ut oportet. Ergo radix tentanda 2/2 +./6- 


Wo” ] 


. Dr. RESOLUTIONE ZQUATIONUM CUBICARUM PER EX 
| TRACTIONEM RADICIS BINOMII CUBI. # 


223. Aliquando radices in caſu irreducibili exprimere poſ- 
ſibile erit, ubi ſcilicet radices valorum y & 2 ope regulz 
Jam allatæ cubice extrahere licet. Nam quod fingulis 
membris videtur impoſſibile, mutua conhexione. deſtru- « 


etur *. | 


Ex. 1. Proponatur æquatio * — 15x = 4. Erit 4r 


* 3 1 _ —— Re — 
. 27 = 72 7 3 25 N= = /—121 SO Il/—1,, ' 


 * Symbola imaginaria proprie quidem calculum. reſpuunt, cum ſint tantum im- 
poſſibilitatis ſigna; veruntamen ubi quantitates reales deſignare ponuntur (ut in 
hoc caſu) quod mirum & paradoxi inſtar videatur, ex earum ſummis, productis 
& rationibus ſecundum regulas arithmeticas computatis, veræ & legitimæ ſe- 
quuntur concluſiones. Ita ut Geometria, etſi caleulum quantitatum impoſſi- 
bilium proprie non agnoſcit, tamen concluſiones inde elicitas demonſtrationibus 
accuratiſſimis munit atque ſtabilit. Cæterum ſignis imaginariis quantitates ad- 
umbrari reales ibi tantum conceditur, ubi quæſtio ſit de menſuris angulorum 
aut rationum, idque propter arctum nexum & affinitatem inter areus circulares 
& ſectores hyperbolicos intercedentem. Atque hinc oritur quod concluſiones his 
propriz ad illos per analogiam tranferuntur. Sic itdem prodeunt valores rectan- 
lorum ſub ſinubus & coſinubus ſetorum circulorum, atque ſub ordinatis & 
abſciſſis ſectorum hyperbolicorum; calculo in utroque caſu ſimiliter inſtituto, niſi 
quod in priore, mediantibus ſignis imaginariis, in poſteriore, ſignificantibus ad 
eandem concluſion:m devenitur. At hoc tantum hic loci monuiſſe fas eſt. 
Adeat lector horum ſtudioſus, Playfair, on the arithmetic of impoſſible quantities, _ , 
Phil. Tranſad. an. 1778, p. 318, 1 N | 


— 


Mm. 
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adeoque y + 2 = | EFny= + V: 12 — 11 


6 ＋ 2 


„„ 4. Itemque — = + 


— 


LE V= Q 24 V WOO nag 4 =—2 + 10 In 


hoc exemplo igitur prima radix 4 eſt maxima. 


4 


Ex. 2. Sit x? — 6x = 4. Erit ir = 2, 49g = 2, 


2 3 , 7— f —— 
7 — 55 2 NV 8 A= 2 N= i. Adeoque y+S 
» 


r 


— 1 — — 1 2 — Itemque — — 8 —— 


ME i ab CIcES ubi prima radix 
— 2 eſt media. 8 


| Ex. 3. Sit & —— gx = — IO, Erit 7 = 5, 19 = 3, 


VEE = N= = vV=> Adeoque ) = 


T FYE= VESTS = + v4 1 
VSA 22. Itemque — — 4 = V7 1 


+ V2. 4 0 Ubi prima radix 2 eſt 
media, 


© 


L 
. 4 Sit * — 15* 22. Erit = 11, $9 = 5, 


2 SOS ow Viar—ig = . Adeoque y + 3 = 


— eee e — | — 
VII ＋ =, + VII —=VA=—I+Vo;oI-v- 


= — 2, ltemque — r + . a= V3. 


= Vi. Ubi prima radix — 2 eſt minima. 


Hine liquet, primam radicem hac methodo inventam 
trium radicum realium unamquamque indifferenter deſig- 
nare poſſe, non maximam ſolùm, ut vulgo perhibent. 


In caſu reducibili quoque aliquando facilius erui poſſunt 
radices ope regulz allatæ. Ut ſi repetatur zquatio x* + 6x 


| : | 
= 20, prodit y + z==Vio + Via +Vio = Via =1 + 
V3 . ut antea, $ 212. | 


224. Cæterum deficiente Cardani regula ubi binomiarum 
impofſibilium inde reſultantium radices cubicæ accurate 
extrahi nequeunt, ad theorema binomium confugiendum 
eric, cujus ope harum radices /emper per ſeries infinitas 
proxime exponi poſſunt, ſecundum methodum quam pri- 
mus excogitaſſe videtur Leibnitæ, 205, tradiderunt vero 
Ronayne, Algebra, 8“ Lond. 1717, & Edit. 2“ 1927, et 
NM cole, Mem. de Acad. 8 by 8 


* 


. 1 E : _- 
* * 
. 1 — 
» 1 ; 4 
- - * 92 
* 4 iv 
* 


* DE RESOLUTIONE ZQUATIONUM CUBICARUM PER 
: 5 SERIES INFINITAS. 


4 


b 


= +1 1 7, ſcilicet = V7 in caſu e et 3 in 


caſu irreducibili. Per theorema binomium, erit in priore 
caſu, | 


I. 5 


Ye 20 ; 2.5C V 2. 5. 8c⁊ 
3.65 3.6. 94 3.6.9. 1240 


IM: „ 25 20 2. ge V 2. 5 82 
* (a- V ) apt 1 3 3.68 3 6. 9% 3 6.9. 24 


Tipe 3 ; 2 
i 2 3 — x . 3 20 * IEG 2. 5. 8c 2 
2 ==2Va X: 1 3.63 3.6.9. 2a. 
&c. 
5 N = . 3 — 24 ' . 
Exponet itaque ſeries 2Va x : 1 — _ &c. primam 


radicem, qualem invenerunt Ronayne & Nicole. Erit quoque 


5 3 29 *: * ＋ vc * 4. 2.55 © * Sc. 


8a 3.6. 9a 
= {LT CL iS ee TT 
| NT X "3 37555 &c. 


VT Ds * 2.5c , 2.5» 110? 


9 „ 3 3 
| i &c. 


1 
Adeoque reliquæ radices, quales expoſuit Clarrant, 


TS | 1 ac 2.5+ gc 
2 8 2 2 f Wy RE es ng 3.6.9. 12a? 
5 7 | 8.1162 
3 1 V= 5 2, Se 2.5 draft 
wo Vi : 3 5 3-6-9a* 3-0.9-12-15a* 


II. 


2 . N be... #::-; | 
et Bog NEW 3-6a* 3.6.9.1 2a + Ke. 
er: — &c. 


14 = 
22 5 I; 3.6. 9“ _ 3-6-9-12. 120 


Mutatis ſcilicet ſignis terminorum alternorum a ſecundo 
incipientium, utpote qui poteſtates impares quantitatis jam 
negative — Cc involvunt. 


226. 81 — 7 fat 1 ir”, Gmplicius efferri poſſunt 


hæ rler Nam ob /g in hoc cafu zquale a, erit i. 


* 


Adeoque, prima radix, 1 
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| ns - of 2 | 41S #.H 8 2.5.8.1 1.14 ; 
"en wh 2VaX: :1 * 3.6 3.5.13 3.6.9.1 2.15.18 Ys Ke. 


Ls A x 2.5.8.1 3 


Et reliquæ, 
1 | 


227. Czterum he ſeries radicibus eruendis directe in- 
feveiund tantum abi convergunt, hoc « = ſi — — non ſit 
duplo majus quam 47, adeoque Vis non majus quam *. 
Et quo proprius — 5 accedit ad 147 „eo minus TY 
Ve reſpectu a, et proinde eo citius converget ſeries ex evo- 
lutione (a + Vc Y oriunda. Quod fi 25 affirmativum ſit, 


aut ſi negativum fit & ſimul duplo majus quam 27, foret 
J majus quam &@, unde divergeret ſeries. In hoc caſu 
igitur invertendi ſunt termini a & vc; nam ex evoluti- 


one (V7 + a) prodibit ſeries convergens ejuſdem valoris. 
Adeoque in caſu reducibili erit 


III. 


. : le — 4. 
: an* . 3.54” _ 
—. 9 Fer + a)" = V4 x: I + —— = 5 de e &c. 


22 — (677 - => c7 * —1 2 Ip 3697 Sc. 


L 
Et y T N: +2 * + 259. * Ke. 


37 3.6.9 % e 


3 — a 4 | A I 2. a* 2. 8.1 1a* 
—=2V ci. ſeu — ſeu 22 x25 +2 + 5 + &c. 


7 „ 3 3.6.90 3.8.9.14.156 
exponet primam radicem, qualem invenit Clairaut. 
1 Itemque, 
EE Os. 3 2.522 2.8.1 — + 1 
* 5 br. 3. 3-6.96 3.6.9,12. 1 5% 
+! ma + Vet VA x: —5. 3 172 — &c. 


reliquas, quales invenit Hutton. 


. 


Et in caſu irreducibili erit prima radix 


N 0 45 . 
1 3 8 1 65 == QC, 


2 « 5a? 
— — — — — — — 


1 
, 3 3:00 eu. 


Et reliquæ, 


— 
A 


. —— — 206 — in — 


. 208 


luſtrare. 


228. Pergamus jam harum ſerierum uſum exemplis il- 


Tt. 4. Sit æquatio & — 12,03x = 16. Erit a=8, 


— 481201 adeoque ob c negativum & multò 


minus quam 47, ad hibendæ ſeries II. citiſſimè convergentes. 


Erit igitur 


1,000835 


2000565 


,0000565 


7 == ,000002 3 


„12015 


— ,0000042 


loc⁊2 


IT 24308 


g 
9 


21, 00833 


* 2VT =4 


Prima radix, 4,003332' 


— 2, 01666 


— V7 K 14 4 


4+ * 
T JF 


Media radix, 
Ultima, 


x + 
"4 


Ex. 2. Sit æquatio * — FOX == 120. 
c = — 1029,629629. 
Erit igitur, 


— 2,01 1670 
— 1,9916553. 


Erit a = 60, 


Adeoque adhibendæ ſeries II. 


[ 209 J 


| 7288 286008 - = ,081800 , 2 = ,023395 


Ic 10c2 _ I 54c? . 
7. == ,031778. 20704 == 03333» 58155 == 5000549 


1, 031778 2 036262 | 
_ + 000549 VT 15,3263 ; 


. | 1,032327 „ — 2,86008 == 2 
— 003353 d., 6s > 907054 
1,028974 f — 162. + 333333 
V — , 17654 
- 7 
* Va = 3, 914867 ot IE =,036262 
prim. rad. 8,056 592 * 8 TR 
— 4,028296 96647 
+ 5096647 


Media, N 4,124943 | ; 
Ultima, — 3, 931649. „„ 
Si ex diametro tribuſque cireul; chordis contiguis faQis fiat trapezium cir- 


eulo inſcriptum, datis chordis 4, 6, c erui poteſt diameter * per reſolutionem 
zquationis x3 — (a + b* + c*) nabe, quam ex mutuis relationibus 


vario artificio educit Newtonus, Arith. Univerſ. Ed. 2, p. 101, &c. Ut ſi chor- 


das reſpective deſignent numeri 3, 4, 5, reſolutio zquationis reſultantis x3 — 50x 
= 120, dabit x = 8,056 &c. reliquæ vero radices — 4,124 Kc. et — 3,931 &c. 
utpote negative aliò referuntur, nec fi evaderent affirmative diametrum deſig- 
nare poſſent, ob limitationem in ſchemate, cum rectarum circulo inſcriptarum 
maximus prodit diametex. 5 134. Vide Maſeres, Difſert. on Cardan's rule, Phil. 
Tranſ. an. 1778. 1 ; | 


Nn 


A 


— fi wy, 


* 
2 
's * 
5 . 
e a 
* . — 
* * 


, 8 4 L 
1 
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229. Cæterum ubi plures ſerierum termini radicibus de- 
' fignandis requiruntur, in numeros profuſiores excurret cal- 
culus, plurimum vero minuetur labor combinando ſerie- 
rum terminos inter operandum inventos, & adhibendo lo- 
garithmos; ut in exemplis ſequentibus. 


Ex. 3. Sit æquatio * 15 = 22. Erit 4a 2 I & — 
c 4. Adeoque adhibendæ ſeries II. Erit quo- 


c 1 1 0 4 a 0 0 . 
que = + = . Et combinando terminos inter 
121 30,25 5 e e 


operandum inventos, erit 


— N = 1,0000000 
B 1 86 8 
D = 3-6a* A mY | 36731 | C = — r 
DS ©= . 3 
„r | : | he 
4 1,0036739 
— 0,0000450 
Prima ſeries = 1,0066289 
X 2 
log. , 3026031 


2,0072 5 78 Sr | 


a 
r 


. Prima radix == 4,4641016 - - 0,6497340. 


„ 
2 . TS | > 
— „ EE Ln ee ao E rr 


Itemque, 


19 5 43333333 
1 


330 


WY 
5 


+ 3333663 


—,,002041 3. 


JI INTL 


8 


60g 
* V3 


* * 


poſtrem A ſeries + „2320508 
1 IR DO. 5 4 
— 2 pri rad. — 2, 232088 


Media rad. == 2,4641016 


Ult, radix == 2,0000000 


3 
. 


Nn 2 


„020406 


FE as.” 
u D 7 


— „020413 


log. 7,8212842 


— 02385606 
_ 108 , 6942618 


8 
ey — 1 T4 
* 
14 
{ : {22> 1 7 — — 


f 


B=—,A=ao,0088889| C= 5 B = ,0002634 
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Ex. 4. In æquatione & — gy =— 10, prodit a= — 5, 
c = 25 —.27 = — 2, Adhibendæ igitur ſeries II. 


Et exiſtente = 8 * „08. erit 
| a 5 100 
A = 1 


3-6a* 9.124% 
D=24#c= 120 E =D = 7 
15.18a ; - 21.246 Es C42: | 
+ 1,0089009 . : 002641 


— , oo02641 


＋ 1, 0086368 
2 


* 


2,0172736 - =, log. 0,3047649 


..3 ; Wn 
Va =—vV;5 „ . 0,2 329900 


Prima rad. 3,44948974 = n»! 0,5377549 


; ! 2 EY . 
* * » 


£3” 
4 


Les 


Itemque, 


+ 3335270 
N ,0049450 h 


3285790 


Viz — VE 
. va 


+ 27525513 
-f pri. rad. + 1,72474487 


Altera ſeries 


Media radix 
Ultima radix 


2, 00000 
1, 44948974. 


Ex. 5. Sit æquatio x? — 6x =4. Prodit a= 2, Vc 
AVN == J; adeoque ob Ve = a, adhibendz ſe- 
ries 9 226. His autem tardius convergentibus, tot pro- 


ferre terminos quot radicibus proxime deſignandis poſtu- 
Hujus radices 5 223 nee pro- 


lantur moleſtum foret. 
dierunt — 2, & 1+ V3-.- 


* = 


= ,3333333 | |= B= ,0049383 | 


T7: 


— ,0049480 , 


— 10g. 1,5166398 
= = 159230956 


1,4397354 


— l 
— , 


r — * 
» oat * 


— 


_— 


ner et. 


_ 


. 


Ex. 6. Sit æquatio x? — 15 4. Erit a = 2, V = 


v4 — 125 = VV — 121 1215 adeoque ob 4 i quam 9, . ad · 


hibendæ ſeries IV. Exiſtente igitur © 


1 
A=> 3333333 


B 
C = $:1187 ES 330 D= 


+ „3333663 
peg we LM 


—— — 


Prima ſeries = | ca 3 


Var Tat | 


Prima radix ,2679492 


1 


. Erit, 
121 15 


— ,0020413 


log. 1, 5202543 


— 2,9077982 


— T 4280525 


[ 215. ] 


Itemque, 


A 
92 
B = > B = 0036731 
3 


| 
00 


* 1,00 36739 | 


— "0000450 


— 


wh 


1,00 36289 | 


* * 0 
Vc = V 11 


Va = = 


— - prime rad. + 0,1339746 


Secunda radix + 4,0000000 


Tertia radix — 3,7320508. 


+ 3,8660254 


43 | 
y = 7, C= —,0000450 


& 


- - log. 0,0015732 
+=. ; OLI 
- - - - 0,2385606 
3 o, 5872647 


230. Poſlint quoque ſeries utriuſque claſſis tam directæ 
quam inverſæ, in præcedentibus adhibitæ in alias quæ ci- 


tius convergant tranſmutari. 
patitur noſtri inſtituti ratio. 


Verum de his diſſerere non 
Conſulat lector harum ſtu- 


dioſus auctorem ſupra laudatum, Hutton, qui rem totam 
penitius expſorat, Tap e. e 


[ 2161 


De @QUATIONUM BIQUADRATICARUM RESOLUTIONE, 


229. Æquationum biquadraticarum reſolutionem pri- 
mus invenit Ferrarius. Docuit vero Carigſius methodo in- 
ſequente radices æquationum biquadraticarum mediantibus 


cubicis eruere & exprimere. 


Tollendus eſt primum ſecundus æquationis terminus. 


Sit æquatio reſultans x* + Qx* + Rx + $ = o. Pone 


hanc multiplicatione duarum quadraticarum x* + ex + f 
=0, & * — ex + g s generari, id eſt, eandem efle 
cum hac x + (FT -e) * + (eg - A) x+/5=0, 
ubi neceſſe eſt ut quadraticarum termini ſecundi ſint 11dem 
& contrariis ſignis affecti, quo evaneſcat ſecundus terminus 
biquadraticæ reſultantis. Et collatis biquadraticarum ter- 
minis homologis, fiet 4g - = Q, eg — = R, & 
28. Quare erit . | NP 


17 
2 - 
Adeoque of A N= 
Et 2 | : \ 


| Pers Tn R 
Adeoque 4/7 e. + 20 QA — -= 


give = = = 6 + 2Qe* + (Q - 48) e - R O 
Et poſito y=e*, . T. Q ＋ (Q. 48) — Ro. 


( 27 J 
e cubicæ jam reſultantis extrahatur radix. 
Dein habit illa radice e erit. ponendo VF n 


1 "i + Q+= 


= WRC e 6. & =quationes duz 


88 


** ＋ e T, = o, & *2 — e +g o, extractis earum 
radicibus dabunt quatuor radices æquationis biquadraticz 
x* + Qx* + Rx + S =o. 


Ut fi proponatur æquatio ** — K* — xz + 12x — 8 
So. Tolle ſecundum terminum K U + 2 7 Pro x, 


& orietur 8 5 v + 5 v — >= = o. Ad tollendas 


fractiones ſcribe 32 pro v, & orietur 3 862 + 6002 
— 851 o. Hic eſt — 86 = Q, 600 = R, & — 851 
, adeoque y* + 2092 — &. — 48) 9 — R. So, 
ſubſtitutis æquipollentibus fie * — 17297 + 10800 — 
- 366000 = o. Unde per inventionem * viſorum, prodibit 
—86+100—60 
2 
ſeu — 23 erit / & + 37 erit g. Unde prodeunt æqua- 
tiones quadraticæ 2* + 103 — 23 = o, & 22 — 10 
737 o, adeoque per reductionem, 2 - 5 + ＋ 4 VT; & 5 


* = * 2 „ a =) 


y = 100. Dein habito , radix ejus 10 erit e, 


4 
—1+yv37, & * = — — „ quz erunt duatuor radices 


a ſab initio n * — * — = &C. = On. 
" Go. 


* 
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230. Aliam methodum eruendi radices æquationum bi- 
quadraticarum mediantibus cubicis, aliquando concinni- 


orem tradit Euler, quam ſic inveſtigare licet. Vide Euler, 
Elem. Algebræ, Tom. 1; aut Martin, Elem. de Mathem. Tou- 


laufe, 178 1. f 


Aſſumamus æguationem 8 * — P Q — 
RS o cujus radices ſint a, ö, c. Sitque & = YA, + V 
+ Vee ©. Quadrando erit 


et =0a+b+c+2(vV@ + Va + Vic) 

Seu * P + 2 (Vai + Vac + Vic) 

Adeoque *» —P'=2 (Vi + Vac + Vic) 

Et quadr. &*—2P'x*+P'*—4a(ab+actb)+8V/H(VT+vVT+YV7) 
Seu „* — 2P% ＋ P = 4Q + S NN 

Ergo „* — 2P*2— 8 VR's + P. "OC 0. 


Hujus itaque æquationis biquadraticæ una radix l 
ſario erit x V T NV A Ve, ut ex compoſitione mani- 
feſtum eſt. Jam quo eruantur cken es te quationis cu- 
bicæ adlſcititiæ y' PV IQ- R' o, collatis inter 
ſe terminis homologis æquationis biguadratice noviſſime 
reſulaptis & datz x* + Qx* + Rx + $ = o, erit 


1 Q. adeaque P i 

—8 M R, adeoque R = KR 

P: —4Q=S8, adeoque —.— 38 —48 = * — 48. 

Quibus valoribus P, Q., R ſubſtirurs, emerget æquatio 
cubica y* +- yy + (7 ˖ᷓ — 8) on 3 o, e 

radices ſunt a, 5, c, ut ut conſtat. eee 


[ 2194]. 
Porro, quoniam ex tribus radicalibus Ve, V, Ve, 


unaquæque poteſt eſſe vel affirmativa vel negativa, 0 


exorientur harum combinationes reſpectu ſignorum, qua- 
rum quatuor exponet x ubi datæ æquationis terminus: pe- 
nultimus eſt affirmativus, reliquas ubi eſt negativus. Et 
quo diſtinguantur in utroque caſu combinationes idoneæ, 
obſervandum eſt, quod fi R affirmativum fit, ob R = 


— 8VR, erit VR five Va x V X Me, negativum, unde 


neceſle eſt ut ex tribus radicalibus una fit negativa & reli- 
quarum rectangulum affirmativum, quo contentum ſub 
omnibus evadat negativum. In hoc caſu igitur prodeunt 
4 radices ſeu valores x, Fg | | 


2 —Va + vi + vc 

— Va —yb — vc 

+ Va + vb — Ne 
+ N + VF. 


Quod 6R negativum fit, erit Vox vr * . affirma- 


tivum, adeoque 

o 
+ Vo —vF — Ve 
— /a + v6 — vo 

Er = AD. poof 


Ut fi repetatur æquatio 2 * — 8622 + 6ooz 851 S o, 
æquatio cubica y* + +Q_ * + (* . — 8) — #5 R. = o, 
ſubſtitutis æquipollentibus fiet y _ 4397 + 6759 — 5625 

12 


ü 220 

o, cujus reſolutio dabit y = 25, & dividendo per 

7 — 25 o, eruetur quadratica y* — 185 + 225 o, 
cujus reductio dabit reliquas radices y =9 +12 V— 1. 
Dein extractis omnium radicibus quadraticis, nempe 5, 
necnon & 2 V3 + = 3, per 5 52; ob terminum penulti- 
mum 600s affirmati vum, erit | 

SN + VS) +(2V3—vVS)==5+4v3 

—$M2V5 + VI)—(2V5=v3)=—=5—4v5 

| +5+(2V3 +V—3)-(2v3 = t > 
+ $>(2VF E N - 

Ut antea. Ergo erit K = &c. Cæterum facilius inventæ 
ſunt radices æquationis biquadraticæ propoſitæ per Newton! 
methodum inveniendi diviſores, ſupra p. 176. Adeoque, 
non niſi deficientibus diviſoribus rationalibus ad haſce 
confugiendum. | | | 


Notandum reſtat, quod minuendo quadrupli ratione ra- 
dices zquationis cubicæ methodo Cartefiand adſcitæ y* + 
20 + (Q — 4S) y R =o, immediate elicietur 

Euleri æquatio cubica * + 3 Q »* + (- 18) ) — R“ 


== O. | 


Aliam inſuper methodum, & elegantem quidem (ut 
ſemper) educendi radices biquadraticarum mediantibus 
cubicis docer Simpſon, Algeb. p. 150, &c. ubi varia propo- 
nit artificia ad laborem calculi quibuſdam in caſibus par- 
ticularibus minuendum. Verum de his ſatis. | 


i 


WO EY 


1 z 1. Methodus generalis reſolvendi æquationes quintæ 
altiorum ve dimenſionum hactenus deſideratur; idque forſan 
haud magno analyſtarum detrimento, ſi modo ingentium 
calculorum in hiſce neceſſario inſtituendorum habeatur ra- 
tio. Pergamus itaque modos quamproxime eruendi ra- 
dices æquationum irrationales docere. At priùs de inven- 


tione limitum inter quos conſiſtunt ſingule radices agen- 
dum. | 


* 


Dz LIMITIBUS RADICUM sINGULARUM ZQUATION1S. 


232. 81 in æquatione quacunque, binis quibuſdam nu- 
meris pro x ſucceſſive ſubſtitutis, numeri reſultantes con- 
trariis afficiantur ſignis, æquatio unam ſallem radicem 
realem habebit inter hoſce numeros ſubſtitutos interjectam. 


Poteſt vero habere plures, R numerus ſemper erit 


_— 


2 3 3. Si in æquatione quacunque unam aut plures ra- 
dices inæquales habente, ſucceſſive ſubſtituantur pro x duo 
numeri quorum unus eſt major, alter minor una radicum 
realium, & quorum differentia fimul fit minor differentia 
inter hanc radicem & reliquarum proximam intercedente, 
numeri reſultantes neceſſario contrariis afficientur ſignis, & 


unica tantum radix realis inter hoſce numeros een 


234. Quo -eruatur autem numerus minima differentia- 
rum inter binas quaſque radices intercedente minor; pri- 
mo inveniatur We quadratorum differentiarum "radi- 


cum, 2 — PE + Ke. e, per 9177. Dein ſub- 


3 


L 
: Lao erty cocloion oiloronony eigen 135 
ſtituendo - pro 2, inveniatur æquatio v + 
&c. = ©, cujus radices erunt præcedentium reciprocæ. 
Quæratur limes e hujus affirmativarum per 5 190, 


1 5 
puta 1, eritque 7 minor radice minima affirmativa — ſeu 


2 ; adeoque 77 neceſſario erit minor qualibet differentia- 


rum radicum realium & inæqualium datæ æquationis. Et 
ſi ſumatur 1 æqualis aut proxime major quam V7, 


a förliori, erit 7 minor qualibet b r wer CC. De- 


nique ſubſtituendo ſucceſſive in æquatione data terminos 
progreſſionis o, * E * 1 &c. pro x, numeri reſultantes 


tot exhibebunt variationes ſignorum quot habet æquatio 
radices eaſes & afflymatvas, & unaquzque radicum inæ- 


Aab inter limites © & _ jacebit, ſi modo Fanny 


rorum reſultantium — 2 prodibunt contraria. Sive, quod 
eodem redit, & in praxi facilius erit, multiplicentur ra- 
dices datæ æquationis per 9, § 163, et in æquatione reſul- 
tante ſubſtituantur ſucceſſive termini progreſſionis o, 1, 2, 
3, &c. uſque ad extremos limites radicum affirmativarum. 
| Et hoc pacto invenientur limites inter fingulas æquationis 
_ - : reſultantis radices, qui utique per & divifi dabunt limites 
= inter ſingulas radices inæquales affirmativas datæ zquati- 
q | onis. Et ſimiliter, limites inter ſingulas radices negativas 
E invenire licet. Quod fi termini ita ſubſtituti -dant zero, 
1 erunt ipſæ radices æquationis. | 


a 
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Cor, Hinc, fi VI prodeat unitate minor, erit A uni- 


tate major, adeoque æquatio aut unicam ſortietur radicem 

realem affirmativam, aut ſi plures, erunt binarum qua- 

rumque differentiæ unitate majores; & converſim: in hoc 
caſu uſurpare licet J = 1, Quod fi VT prodeat major uni- 

tate, æquatio habere N radices Nahas ENTRE fint 
unitate minores. 


Hujus methodi auctor eſt La Grange, c: cæterum in æqua- 
tiopibus Syperiqeim, dimenſionum parum utilis evadit, cum 


quantitatem —= 77 in hiſce eruere valde operoſum foret. In 


Praxi commodior erit methodus infequens; 


235. Primo, minuantur 8 date e quan- 
titate quaddam -cognita, 9 166, & ſuceeſhive ſubſtitutis pro 
& terminis progreſlionis q, 1, 2, &c. quærantur ex varia- 
rione ſignorum coefficientium novæ æquationis limites in- 
tegri quorum differentia eſt 1. Dein, dupla ratione auge- 
antur radices novæ æquationis, & quærantur limites 
radicum æquationis jam reſultantis quorum differentia 


eſt 1, nam inde innoteſcent limites arctiores radicum | 


datæ zquationis, quorum nempe differentia eſt * * Atque 


1 2 dupla tatione radices æquationis noviſſi- 


<P uzrantur hujus limites, inde vero innoteſcent li- 


miles radicura datz 8 adhuc n n 


: 


nempe differentia eſt = Er fe deinceps. | 5 
Ut ſi proponatur 4 * — 508 + 2% + I pr 2h — 10x? 
— * * ems = 0, arr 


tres. ⁰¹ yon am 


ee eee 
* — La arise. — K f ＋I— (III 
6x%—25x*+ 8x%+ 45x? —20 —1 . + TEE er. 
I 5x* —g0x+12x*+45% 20 — 555 wee: $3 wag 
20x%—50x*+ 8& +15 mitt 5. ++} —{t 
15 * 25 +2 =» = - = 1 +] +|+ g 
6* 7 = = == of I++ +4 


Ubi obſervandum, quod ſubſtituto 4 pro x, coefficientes 
omnes novæ æquationis emergunt affirmative ; ergo, ＋ 4 
erit maximæ radicis a limes. Subſtituto autem + 3, prodit 
una variatio ſignorum; ergo maxima radix à inter limites 
4 & 3 conſiſtet. Et ſubſtituto + 2, prodeunt duz'varia- 
tiones ſignorum, ergo ſecunda radix 6, inter limites 3 & 2 
conſiſtet. Et ſubſtituto + 1, prodeunt duæ variationes, 
ſubſtituto autem o, quatuor; ergo tertia & quarta radix c & 
di inter 1 I & 0 conſiſtent. 


2 36. Na quo eruantur limites radicum negativarum, 
mutatis ignis terminorum alternorum, fiet 


2 
a+ Fg + 2 — 1585 — 10x? txt +j—|+ 
63% + 253% + 8x? — 45x* — 20x +. Lc RD. + 

I5u* Fo + 128% 45 — 20 = =, 1 E. 1 05 
20x? + 50x? + 8% —15 - = = = - 7 TIF}+ 
| &e. OT LS + 


Kc. 


x%— fox ＋ 8x*+120x*—160x*—32x+64 


„55 L 225 J n 
Ubi obſervandum, quod ſubſtituto o pro x, prodeunt duæ 
ſignorum variationes, ſubſtituto autem + 1, una tantum; 
ergo radix e inter limites o & — 1, conſiſtet. Et ſimiliter, 


radix /, inter limites — 1, & — 2. 5 


237. Quod ſi deſiderentur limites radicum arctiores, mul- 
tiplicando radices æquationis transformatæ per binarium, 


fiet, | | 85 


e ee 
e 


6*— 50 ＋ 32x3+360x%—320x — 32 - |+|+$][— =| + | —[— 
1 5x4+—100x* +48x*-+36cx — 160 5 wo nk — + | + | 
20x3—100x*+ 32x TÞ+ 120 „ + | + © 7 of +|+ 
;; 8 3 + | "FE 
+| +! +] + 4122 

+ 


by / A 8 1 


1 


oe Wet um wi Oo +l +l+l {+l+[4 


Ex ſignorum reſultantium inſpectione conſtat, quod radix 


2a conſiſtet inter limites 7 & 6, adeoque a inter limites 31 & 
3; 26 inter limites 6 & 5, adeoque b inter limites 3 & 24; 
2c inter limites 2 & 1, adeoque c inter limites 1 & f; 24 
inter limites 1 & o, adeoque d inter limites & Oo. Et ſi- 
militer, radicum negativarum conſiſtet e inter limites arcti- 
ores o & — ; & f inter limites — 1 & — 1, Et iiſdem 
veſtigiis inſiſtendo, invenire licet limites radicum adhuc 
arctiores. Prodeunt autem æquationis datæ radices, 


Pp 


. 6 1 


a = 3,33 = — 0,303 
% — 1,618. 
c 0,618. 

a} 0,383 


Ut ex compoſitione manifeſtum erit. 


Atque hic obſervandum eſt, quod inventis ſignis coefli- 
cientrum æquationis transformatz principis x* — 5 &c. 
=o, ex ſubſtitutione o, 1, 2, 3, &c. ſucceſſive pro x, 
oriundis, ſimul determinantur ſigna coefficientium ſecun- 
dx x* — 10x45 & c. =o, ex ſubſtitutione o, 2, 4, 6, &c. 
oritura, utpote quæ neceſſario eadem erunt reſpective. 
Adeo ut hac methodo requiritur ſolummodo operatio ſub- 
ſtituendi in æquatione poſteriore numeros intermedios 1, 


3. 5» &c. 


238. Hac methodo invenir: poſſunt limites radicum 
realium inæqualium æquationis, non obſtantibus radicibus 
impoſſibilibus. Sic habita quatigne & — x3 — 5x* + 
12* — 0 = o, erit 


8888 
* — K* — 16 1 

4* — 3 — 10% ln e +1 
6* — 3. — f 3 ory 1 3 
T 
rr - - |, 1#I++ 


Ex hac operatione conſtat quod una ſaltem erit radix af- 
firmativa inter o & 1, & quod duæ inter limites 1 & 2 
conſiſtere — Erit quoque 


1 


[x] © a | —2 


* + * — gx — 12 — 66 — — — 


- 


4 + 3 — 10% 12 S 
6 + gu — 77. - 
&c. I+[+[+; 


— 


+ + + +] 


Unde conſtat, quod una faltem erit radix negativa inter 
limites — 2 & — 3, & quod tres eſſe poſlint affirmativz ; 


at hujus radices ſupra prodierunt x = — 1+ V3, & 
EDS 


: duz igitur radices impoſlibiles in utroque 


caſu inter affirmativas latent. Hinc ſi operatione conti- 
nuata quzrantur limites arctiores, & inter limites binos 
ſucceſſivos, binæ ſemper exſurgent radices affirmativæ aut 
binæ negativæ, indicio eſt æquationem radices æquales aut 

impoſſibiles ſortiri. | | 


239. Inventis hoc modo limitibus unius radicum inæ- 
qualium, facile determinari poteſt annon limes alteruter 
1 
70 1 
æquationem ſubſtituatur limes inferior, -iterumque hic 


parte ſui = a vera radice differt. Primo enim, loco x in 

8 83 a | ; . * 6 

limes parte ſui , auctus; fi numer! reſultantes prodeunt 

diverſis affecti fignis, indicio eſt limitem inferiorem parte 
. 1 | . « * | - 

ſui 3 a vera radice non diſcrepare : contra, ſi numerorum 

reſultantium ſigna fint eadem. Et ſimiliter, ſubſtituatur 


P p 2 


__ 


1 
pro x limes ſuperior, atque iterum hic limes parte ſui 


I 2 — . ” | 
— diminutus ; ſi numer! reſultantes, &c. Hæc ita ſe ha- 
bebunt ubi ipſorum limitum differentia major ſit parte 
18 limitis inferioris in priore caſu, ſuperioris autem in poſ- 


teriore; nam {i minor fit parte decima &c. a fortior:, 
erit differentia inter alterutrum limitem & radicem adhuc 
minor parte decima totius limitis. 


DE RESOLUTIONE KOGUATIONUM PER APPROXIMA“ 
| TIONEM. 


240. Reſolutionem æquationum numeralium per ap- 
proximationem primus inſtituit Vieta, at methodo valde 
operoſa. Pars hæc doctrinæ æquationum in praxi utiliſſi- 
ma, Newtono plurimum debet, qui duas tradidit methodas 
quamproxime eruendi radices æquationum numeralium in 
Arithmetica Univer/ali, Cap. De limitibus æquationum; et in 
tractatu De anal per equationes infinitas, Cap. 4. Harum 
priorem auctam promotamque jam proferemus. 


241. Quoniam radicum ſingularum æquationis nullas 
radices impoſſibiles habentis quadrata ſunt affirmativa, 
quadratorum ſumma affirmativa erit, ideoque quadrato 
maximz radicis major. Et eodem argumento, ſummæ bi- 
quadratorum, bicuborum pariumve deinceps poteſtatum 
radicum omnium tranſcendent poteſtates conſimiles radicis 
maximæ. Quoniam vero poteſtates altiores maximæ ra- 
. dicis longe majore ratione creſcunt quam conſimiles poteſ- 


„„ 
tates reliquarum, (ſi modo inter radices ipſas notabile inter- 
cedat diſerimen reſpectu magnitudinis) quo altius invol- 
vantur eo propius ad rationem æqualitatis inter ſe acce- 
dent poteſtates conſimiles maximæ radicis & ſummæ radi- 
cum omnium. Ut ſi æquatio fit x3 — 19x + 30 So, cu- 
jus radices ſunt 2, 3 & — 5; erit 


F. EF 1 3” „ ae : 38 2:1: 1,52 

Fi K ] ͤ * 

3 : $* + 3 T2 : 390625 / ò dAAĩ 
5˙ : 51 4. 3 + 25:: 152587890625 : 15263100880 
22.1 2 1 οο &c. 


Bt 32 1 32 28-55 5 3 18530244838 19137 
5 5 WI En 23283064365386962890625 


25 1-4 1,00000008, &c. 


Unde elicitur methodus inſequens quamproxime eruendi 
radicem æquationis maximam ſeu a nihilo remotiſſimam. 


242. th ſummam quadratoram — & extrahe ęjus 
radicem quadraticam ;  hec enim radix major erit quam radix 
maxima equationis. Sed ad radicem maximam Hropius accedes, 
fi queras ſummam biquadratorum & extrahas ejus radicem bi- 


quadraticam. Et adhuc propius, fi queras poteftatem 8e ſum- 
me radicum & extrahas er radicem 8. 2 ita deinceps 


in infimtum. 
Sic in præcedente æquatione erit radix quadratica ſum- 


me quadratorum /i = 6,164&c. V7 = 65, 868cc. 


- 


— 


L 30 


_ SEP" | 16 | 
V 397442 = 5,018&c. V 152631002882 == 5,000028&c. 


23 — 1 . . * . 
V 3328306&. = $5,000000018&c. Liquet igitur quod in 


æquationibus radices inæquales habentibus, ſurdæ radices 
ſummarum poteſtatum ſucceſſivarum radicum, decreſcendo 
ad verum valorem maximæ radicis cito convergunt, & quo 
major fit inæqualitas radicum, eo citius. 


243. Quod ſi duæ plureſve æquationis radices ſint fere in- 
ter ſe æquales, ita ut radix maxima cum alterà ejuſdem 
circiter magnitudinis conſocietur, ſurdæ radices, &c. ſuc- 
ceſſivæ ad verum valorem maximæ radicis tardius conver- 
gent; adeoque neceſſe erit ſummas altiorum poteſtatum 
radicum quærere, earumque ſurdas radices extrahere quo 
eruatur maximæ radicis valor quamproxime verus. 


Ut ũ proponatur æquatio 8x? — 6x + 1=0, ad tol- 
lendam coefficientem primi termini, poſito 3) pro x, ex- 
ſurget — 3y+1=0. ErpoltoQ = — 3 &R=—1, 
per 8 170, prodit ſumma quadratorum radicum hujus 
— 2Q=6; ſumma biquadratorum 20. = 18; ſumma 
8 poteſt. 2Q (Q — 4R?) = 186. At quoniam quadra- 
tum 6 ſeu 36 fit ad 18 in ratione 2 ad 13 hujus vero qua- 
dratum ſeu 324 ad 186 in ratione paulo minore tantum, 
conſtat radices ſurdas ſummarum poteſtatum hactenus in- 


ventarum non niſi tarde ad verum valorem maximæ ra- 
dicis convergere. Quæratur itaque ſumma 16 poteſtatum 


radicum 2Q3 (Q — 24QR* + 20R*) = 25146, eujus 
radix 16** prodit 1,8837&c. Quzratur iterum ſumma 
32 poteſtatum 2Q (Q. — 1I2 0 RZ + 1144QR* — 


0 


| L 
211200 R + 66 R' — 160% = 6 x 97945135, hujus 
autem radix 32 prodit 1, 87947 & c. Conſentientibus 
igitur hiſce valoribus maximæ radicis ſolummodo in pri- 
mo decimalium loco, colligere licet valorem ex ſumma 16 
poteſtatum reſultantem, ultra primam decimalem 8 non 
eſſe verum. Adeoque ſi maximæ radicis valor accuratius 
deſideretur, neceſſe erit operationem continuando ſummam 


64 poteſtatum radicum eruere, nempe 18 & 1913111928 
2396037, cujus radix 64 prodit 1, 879385 30 c Con- 


ſentientibus igitur hiſce valoribus in tribus decimalium 


locis, colligere licet radicem ſummæ 32 poteſtatum maxi- 
mam radicem vere exponere ad uſque tertiam decimalem 
9. Quanto propius ad veram radicem accedit radix ſum- 


mz 64 poteſtatum, iiſdem veſtigiis inſiſtendo detegere li- 


cet; facilius vero methodo inſequenti. 


244. Quoniam differentia radicum ſummæ 32 & 64 po- 
teſtatum, nempe 0,0000847&Cc. prodit pars 22000 circiter 
poſterioris (cum hæc differentia toties ſaltem in 1 87938 
&c. continetur) colligere licet priorem excedere maximam 
radicem parte ſui 22000 circiter. Unde, fi tres radices 


deſignent a, b, c, quorum maxima fit a, habetur (a + 637 
+ * = =. + 


æquatione fere æquales neceſſario erunt a & ö, vel h & C 


a. Et quoniam duæ radices in hac 
22000 


ſit 1 4 ferme æqualis 5. In hoc caſu, ô (ob defectum ter- 


mini ſecundi) tantunt exſuperabit c, ut c quam mini- 


mum erit reſpectu a + . * tuto negligi pe 
Erit igitur 


1 
ne e r bs — 4 * - ; 
a , ** Fe 4 n . . 


- 


* 
7 % # # 


Cage -]: 


I 
a 
22000 


(a5 4 | þ3% 9905 24 + 


Eta? + 57 = an + n + Ke. 


22000 2 . 22000 


Adeoque 6b** = _ — 


112 & 55 
Et (7. . be (a. + —£— a's)** . 
TY 112 "of 5 
5 z _ {1890629\; | 
a(1 * Tin: * 5 29 = I 


Unde liquet radicem 64*”, 1 879 3853 valorem maximæ 
radicis ad uſque 6"" decimalium locum 8 ultra, vere 
deſignare. | 


2%, Sit 5 ferme æqualis c. In hoc caſu erit 


(a2 + 2532) 2 = 2 + 3 2 


Et a + 28" . . + a” + &c. 


2 2 
3 3 a 


| " OWE 8 
nne 26" = 22585 TFT 


Adeoque 44% = — — 400 & 16 m==— as 


6 d — 189062) as 
. *) 62250 


Et (44 2 9 — (at TY 


. 


Adeoque in hoc caſu, a fortiori liquet, radicem ad uſque 
6 decimalem & ultra, vere — 


6 


[ 233 ] 

Radici maximæ y fic inventæ 1,879385 &c. præponen- 

dum fignum.—, ſubſtituto enim — 1, 879385 pro y, accedit 

* — 3y + 1 propius ad nihil ; nempe — 6, 636293 &c. + 
5.638155 &c. + 1 = = 0,001 &c. 


4 Inventa maxima radice, invenientur reliquz, de- 
primendo æquationem cubicam ad quadraticam ope divi- 
ſoris inde reſultantis, cujus reductio dabit reliquas radices. 


Aut ſimili methodo erui poteſt radix minima, inveniendo 
maximam radicem æquationis 32 — 332 * + 1 = o, cujus 
radicès r præcedentium Fectproces, ut patebit ſubſtitu- 


edo: 8 pro „ nam inventa maxima hujus radice _ per 


F 169, aut per formulas defectui tertii termini accommo- | 


dandas, habetur c = 0,347296. Habitis igitur radicibus 


extremis, habetur media radix 5 , 532088 &c. utpote re- 
liquarum complementum ad nihil. Ergo ob x = i, pro- 
deunt radices datæ æquationis 8x: — 6x + 1 = o, 


— 9,939692 &c. + 0,766044 &c. + 0,173648 Ste. 


246. Ubi vero duz plureſve zquationis radices ſunt 
æquales, haſce, fi uſdem ſignis afficiuntur, facihus eruere 
licet per methodum & 202, &c. Et fi contrarus, licet per 
iſtam methodum immediate eruendæ non ſunt, tamen 
quzrendo æquationem quadratorum radicum, quæ tot ſor- 
tietur radices æquales quot erant in data, atque fignis af- 
firmativis affectas, haſce per iſtam methodum eruere licet, . 
et extractis harum radicibus quadraticis innoteſcent radices 


=quales datz æquationis. 


Qq- 


c 


* 


247. Quod ſi ſummarum poteſtatum ſucceſſivarum hac 
methodo inveniendarum, prodit aliqua negativa, aut qua- 
dratum alicujus minus ſumma poteſtatum proxime inſe- 
quente; indicio eſt æquationem radices impoſſibiles ſortiri. 


Veruntamen non obſtant radices impoſſibiles quo minus 


eruantur radices reales, ſi modo ex ſummis poteſtatum ſuc- 
ceſſive reſultantibus quadratum cujuſque præcedentis ad 
inſequentem propius ſemper accedet. 5 


Sic habita æquatione x? — 5x* + 4x — 3 2 o, quæ- 
rendo æquationes quarum radices ſunt quadrata, biqua- 
drata, &c. radicum datz æquationis per & 169; ſummas 
quadratorum, biquadratorum, 85, 165, reſpective expo- 
nent 17, 317, 100709, 101423811189. Et cum 172 — 
289 prodit minus quam 317, indicio eſt æquationem ra- 
dices impoſſibiles ſortiri; quoniam vero haud multùm de- 
ficit a 317, hujus vero quadratum 100489 propius adhuc 
accedit ad 100709, non neceſſe erit ſummas poteſtatum 
ultra quzrere ad radicem proxime eruendam. Erit igitur 


(100709)" =, 42195, et (101423811189)"* = 4,220690 ; 
quarum prior valorem radicis vere exprimet ad uſque pri- 
mam decimalem 2 tantum, poſterior vero ad uſque quin- 
tam 9 incluſive ;- ficuti per. methodum præcedentem colli- 
gere licet. ES a One” I; ea 
Habita quoque æquatione 5 — 2y — 5 =o, ſummas 
quadratorum, biquadratorum, 8þ, 16p, 325, radicum ex- 
ponent 4, 8, 432, 138912, 18833326272 reſpective, Et 
cum 82 ſeu 64 prodit minus quam 432, indicio eſt æqua- 


tionem radices impoſſibiles ſortiri; quoniam vero quadra- 


tum hujus 186624 jam proprius accedit ad 138912, at in- 


L 288 :] 
tervallo majore quidem quam in exemplo noviſhmo, ex- 
trahenda erit radix 32p. Hæc autem prodit 2,09457 af- - 


firmative ponenda per 9 148, quæ utique radicem ad uſ- 
que 4 decunalem 5, vere exprimet. 


248. Hæc methodus radicibus maximis & minimis tan- 
tum æquationis educendis immediate inſervit, idque cal- 
culo ſatis operoſo, ubi duæ plureſve radices ſint inter ſe 
æquales aut accurate aut quamproxime ; tardius nimirum 
ad verum radicis valorem convergentibus ſurdis radicibus 
ſummarum poteſtatum ſucceſſivarum: & interdum, per- 
turbantibus radicibus impoſſibilibus, deficit. Methodus 
altera Newton: jam cxphicanda præ cæteris ſimplex & uſui 
accommodata videtur : Æquationes in quibus aliqui vel 
nulli termini deſint, eadam fere facilitate tractantur; et 
ſingulis æquationum radicibus educendis æque reſpondet. 


MzTHODUS ALTERA. 


249. Sit æquatio x*+ ax* + bx + c == o reſolvenda : inve- 
niatur per § 239, aut per methodum præcedentem, + limes 
qui minus quam parte ful decima differt a radice quzſit. 

1”*, Sit p cum proprio ſigno hujus complementum ad ve- 
rum radicis valorem, & ſubſtituto # + pro » in æqua- 


tionem, prodit per 5 156, nova ( + af + +7) + 
(3% + 2ak +6) þ (34 +08) ff + = © (incipiendo 
nimirum a termino ultimo). Sive, deſignantibus A, Bc. of 
D numeros coefficientes reſpective, A + Bp + Cp? + Dp3 


1— I 


. be be univerſaliter : Habita æquatione * * ax 
Q 2 


* * N 1 * 
P ⁰ Yo oe nog ge 


. 


[ 236 
＋ 5 Kc. S o, ſubſtituendo 4 + p pro x, erunt 
coefficientes novæ nn. 


22 


„zn 7 + &c. 


7 


+ &c. 


1 — 1 1 — 2 | 1 — 2 
=#— 4 . ak 


&c. Kea. 


Equationis igitur reſultantis A + By + c- + Dp? + &c. 
= o, radix þ exquirenda eſt, ut quotienti & addatur ; 


nempe (neglectis terminis . it &c. ob parvitatem) 


AT By S o, ſive p — gz fere. ». Sit cum proprio 


ſigno hujus 056; Hil ad verum valorem 5b, & perinde 


ſubſtituto 5 + 9 pro p, in zquationem reſultantem, prodit 
nova A'+ 55 + 0 + D'g) + &c. = o, et ry EEE terminis 


C'q* + D'g* &c. ut antea, erit q= = — 4 fere. vP, Sit - 


hujus complementum ad verum valorem , & ſubſtituto 
— A | 

B . 
Foy 4 + B'y + C'r* + D'r* + &c. = o, adeoque r= 


+ r pro 9, in æquationem ultimo reſultantem, pro- 


LS = 1 Et fic operatione | quouſque placuerit conti- 
. A A A” 
tinuata, tandem emergit x = # —— Fw &c. 


quam proxime. Quo propius autem accedit 4 ad verum 


radicis valorem, eo pauciora complementa adhibere opus 


erit ad radicem quamproxime eruendam. 


+>? + &c- 


{ 


1 297 ] : 
250. e per primam operationem, þ = = — 


. 
R 5 —F = &c. quot ad loca decimalium primus hu- 


8 — A "SER . 
jus terminus J valorem þ fere defignabit, cæteris ne- 


glectis; ſeu, quouſque continuanda eſt diviſio numera- 
toris 1 per denominatorem B, antequam reliqui termini 


B 2 „B Wig) valorem quotientis reſultantis afficiant ; fic in- 


veſtigare licet. 


Quoniam p, utpote per hypotheſin minus quam 75 &, eſt 


| fractio decimalis unitate minor, fi habeat cifras tt de- 
cimales primæ ejus figuræ ſignificanti præfixas, poteſtates 
ejus 5“, p*, p', &c. ſaltem duplo, triplo, quadruplo, &c. 


plures cifras decimales 1 habebunt reſpective. A- 


deoque 1 1 Bt coefficientes 5 By = » &c. ant quoque deci- 


males unitate minores, & quæ "IT aliquas decimales ha- 


beant præfixas, terminus quiſque 5 B * P., &c. tot ſaltem 
habebit cifras decimales prefixas quot ſunt in utroque fac- 
tore fant: Et 2, $i coefficient es Bo &c. ſint unitate 
= erit Ke cifrarum decimalium termino cui- 


quey TX i Mes prefixarum zqualis exceſſui cifrarum deci- 


— 1. 


akin i in 5, Kc. præ locis i gk in 3 &c. Neipedhye: 


L 238 ] 
ut ex multiplicatione decimalium conſtat. Unde in omni 
caſu, cognito numero cifrarum decimalium complemento 
præfixarum, innoteſcet numerus cifrarum decimalium cui- 


, . 3 3 „ 
que terminorum inſequentium poſt primum, ſcil. 5g, B P-, 
&c. præfigendarum; atque inde regrediendo, facile con- 
ä OO 4 fe 
ſtabit, quod primus terminus — valorem p ad tot loca 
decimalium fere deſignabit, quot habet cifras decimales 


R C | | 
prefixas ſecundus terminus 4 þ*, &c, Itemque, quod 


duorum aggregatum == _ 5 ps tot ad loca decimalium 
valorem þ fere debe, quot habet cifras decimales 
præfixas tertius terminus 5 5. Et fic deinceps. Ac ſimi- 


liter, determinare licet ad quot loca decimalium termini 
mu he "SES LE UW 
, eee 
5 - BU 


complements fucceſliva q & r  reſpedtive 
fere exponent. | 


251. Czterum g quæras an valores modo inventi 


A — A/ 
BBY Kc. veris valoribus P, 9, Ec. reſpeve- * 


vel minores ſint; ; hoc i inveniri poteſt, ſubſtituendo Ta 5 Pro 5 


in kn Pere A By + Cp? &c. Os nam f numerus re- 


— A 
faltans affirmativus ſit, © 7 major erit veritate, n negati- 
vus fit, minor. Et ſic in cæteris. Idem quoque facilius 


( 239 1 
innoteſcet ex pr proxima, ſubſtituendi nimirum 


* 7 hs b; nam 1 ex W reſultante Lade 9 


affirmativus, tei eſt quod = ws. 5; eſt minor, fin q fit ne- 


genus, major quam verus valor þ. 


252. Ex. Repetatur xquatio 7 — 27 5 per 


methodum priorem reducta, 247. Et ſi ab initio auſpicari 


cum Nezotono placuerit, inveniatur per F 239, limes inferior 
2, qui minus quam decima ſui parte differt a radice quæ- 
fita. 1. Subſtituatur 2 + p pro y in æquationem, & 


prodibit nova — 1 + 115 + 6p* + o, live (neglectis 
65* + p? ob parvitatem) — I + 105 = o, et þ = = 75 = O, I 


fere. 04, Subſtiruatur jam 0,1 + qgpro pin æquationem 
reſultantem, & emerget + 0,061 + 11,239 + 6,37 + 
o, five, neglectis, ut antea, terminis in quibus ꝙ ultra 


— 0,061 
11 223 


primam dimenſionem aſlurgit, = = — 0,0054 


fere (dividendo nempe ad uſque quatuor decimalium loca, 
cum duas habet cifras decimales primæ ſuæ figuræ ſigni- N 


ficanti 5 preſtras, adeodue os necnon 8. 257 6, =_ ; quatuor Ygs! 


bebit, per 9 2 50. Et proinde hic terminus | for valorem.” 


þ ex ſecunda 8 reſultantem non afficiet intra li- 


mites quatuor ocorum decimalium.) K wes Subſtituatur 
iterum — 0,0054 + 7 pro 9 in zquationem noviſſimam, 


& emerget 0,000541559536 1, 16204 + 6, 28387. 


a Dy - G 


- "Wi 


L e 


5 ,000541550536 _ 
3 — 
3 five n 11,16204748 | 


| (dividendo nempe donec octo eliciantur decimalium loca, 
cum 7 habet 4 cifras decimales prime ſuæ figure ſignifi- 


= — — 0,000048 51 fere 


canti 4 præfixas, adeoque 72 necnon 17376757750 
habebit.) Prodit igitur 
230 Es 
+ SOA 2 = ＋ 2,10000000 
1 3 55 : Rr . 
7 = — o, oooo48 518 OTE. 
. 7 2 * a = * + 2,09455149- 


Ad minuendum ſubſtituendi laborem in tertia operatione, 
terminum altiſſimum 9 æquationis ſecundo reſultantis 
propter exilitatem ſuam negligit Newtonus, unde ſubrepit 
error in ultimum figuram 3 valoris 7 hoc pacto eliciti, 
o, 000485 3. Minui quoque poteſt dividendi labor, quo- 
niam quatuor tantum deſiderantur figuræ decimales ſigni- 
ficantes in quotiente, abſcindendo figuras ſigniſicantes nu- 
meratoris ultra quatuor primas, itemque denominatoris 
(ob parvitatem figurarum ab initio) ultra quinque primas: 
— 0,00054t5 * 


erit enim — rt; 7 eee ut antea. 


Obſervandum eſt, quod qualibet operatione duplicantur 
figuræ decimales radici adiciendæ. Atque in hac me- 


thodo ita ſemper ſe res habebit, niſi forſan bi 8 g fit uni- 


L 5 
tate major, quo in caſu, figurarum radicis ultimarum ali- 


5 a : C f : 3 £ | . 
quot per terminum x; * affici poſſunt. Quoad materiam, 


vix differt hæc methodus ab illa quam tradidit Ralpb/on, in 
Aualyſi Æqualionum Univerſali, an. 1690, quæ utique ſimi- 
liter procedit aſſumendo duos terminos ultimos tantum 
æquationis ex quaque operatione reſultantis. | 


2253. Accuratius autem eruetur valor , aſſumendo tres 
terminos ultimos æquationis reſultantis, nempe A + Bp. 


+ Cp? = o, ſen A+ (B+ Cp) p= o; unde prodit 


— A — ; —A , 1 
Þ = B+Cp ſeu, ſubſtituendo I in denominatorem pro p, 


n. A 9 AB | „ | . 
= . vel = B — e quarum prior formula praxi 
„„ | 


magis accommodata videtur, re nimirum per unam mul- 
tiplicationem & duas diviſiones peractà, quz in poſteriore 
per tres multiplicationes ac unam diviſionem procedit. 
Et hoc eſt theorema rationale Halleianum, Phil. Tranſ. an. 
1694, N' 210 *. Aut aliquanto accuratius, per extractio- 
nem radicis ſurdæ quadraticæ, unde prodit 


# Ms 

* Analyfin per equationes infinitas excogitavit Netutonus ſaltem ante annum 1665. 
Vid. p. 33- Hanc a Newtono acceptam cum Fohanne Collins communicavit Barrow, 
anno 1669. Eandemque in ſcriniis Johannis Collins repertam primus edidit Jones, 
an. 1711. Methodi Newtoniane proxime eruendi radices æquationum numeralium 
& literalium, duobds terminis tantum zquationis reſultantis adhibitis, exemplum 
dedit Wallis in Algebra, an. 1683, Anglice edita, De quo ita Halley, loc. cit. 
6c Qualia in hoc negotio [refolvendi æquationes numerales] præſtiterit ſaga- 
« ci ingenii Newtontans vis, ex contractiore ſpecimine a clarifſimo Wallfio; 
« Cap. 94, Algebræ ſuæ edito, potius conjetura aſſequi quam pro certo com- 
| «6 periri licet. Ac dum obſtinata auctoris modeſtia amicorum precibus devicta 

«« cedat, inventaque hzc ſua pulcherrima in lueem promere dignetur, expectare 


+ cogimur,” 


Rr 
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5 * == 4 — — . quarum ſeligenda eſt minor ra- 
dix n d edge . (in qua utique partes 2 By — 


contrariis ſignis afficiuntur) tum ob parvitatem Fg þ, tum 


quod hzc radix ad valorem prius inventum 5 = propius ac- 


cedit. Et hoc eſt theorema 8 Balleinbam, loco. cit. 


Sic in præcedente exemplo, per theorema rationale, prodit 


1 + | . o 
þ = FT = 757 = 0,09438Xc. et per theorema irrati- 
18 5 | 5 7 


—5 7183 
6 


onale, prodit þ = = 0,9462&c., quorum prior 


valor conſentit cum valore þ + g, per duas operationes me- 
thodi præcedentis elicito, in duobus locis figurarum deci- 
malium; poſterior autem, in tribus. Atque hinc forſan 
theorema irrationale tantum, utpote accuratius, commen- 
dat Neutonut: utrumque tamen adhibere haud importu- 
num erit, uno nimirum corrigente alterum. 


254. Quoniam vero in hujuſmodi approximationibus 
maximi momenti eſt determinatio primæ figuræ decimalis 
complementi g, hanc quidem, tribus terminis ultimis ad- 
hibitis ſemper explorare convenit ubi in zquatione A + Bp 


+ O &c. o, quadratum coefficientis penultimi termini 


Ba non fit decies majus quam factus ex ultimo termino A 
in coefficientem termini antepenultimi C. 


_— —— — — — A — — — — 


Nam quoniam valor p, adhibitis ay, terminis ul- 


. timis tantum æquationis reſultantis, fit —; ; fere; adhi- 


1 
bit] 2 trib fit _—AB. th io lies 
1t1s autem tribus, BAC accura us, 3 


2 


8 3 os 1} | | 

Ii Circiter : (ut patebit dividendo — AB per B* — AC) 
a; E | Den! 1 08 
differentiam horum valorum fere exponet Er = Bb 


yo . 
3 differentia valorum eva- 


—A | AC 
* B Unde poſito ;. = 


1 N A . . | . 
det — x ß fere, hoc eſt, pars decima fere totius va- 
. i „ a AC . I . . A 
Joris prioris ; poſito 52 = 70 evadet major parte decima 


I 


Hs AO : | 8 
totius; poſito r , evadet adhuc major parte decima . 


. | 8 AC | 
totius: et fic deinceps, creſcente valore gr, ſen quod 


perinde eſt, decreſcente ratione B* ad AC, eo magis rece- 


5 —A — AC | ; 
det prior valor ; a poſteriore ;, five, a fortiore, 


ELIT > PP, amy th 8 | 
a valore accuratiore — * . Hinc, fi B. non 


ſit decies majus quam AC, differentia valorum tanta eſſe 
poteſt, quanta errorem in ipſam primam figuram deci- 


malem prioris yaloris => inducat. Quod fi B- fix decies 


aut plus quam decies majus quam AC, differentia iſta fi - 


= . —A 3 | oa . 
guras decimales in j poſt primum locum tantùm atheiet. 


Et ſimiliter, ſi B' fit centies majus quam AC, figuras deci- 


ty Rr2 


EXE, 
* 


[244 ] 
males poſt ſecundum locum tantum; ſi millies, poſt tertium 
locum tantum afficiet. Atque ita in cæteris 9, 7, 5, &c. 
Obſervandum eſt, quod ope theorematis irrationalis qua- 
libet vice triplicatur numerus locorum decimalium radici 
per præcedentem operationem adjiciendorum, per 5 250. 
Hoc pacto 1gitur figuras decimales duplo plures quam per , 
methodum præcedentem, qualibet vice radici lucraberis. 


255. Hinc ſi radicem ad uſque quintum aut ſextum de- 
- cimalium locum tantum quzras, in praxi plerumque faci- 
lius erit utramque methodum adhibere. Eruendo nimirum 
valorem primi complementi p ex tribus ultimis terminis 
æquationis reſultantis; deinde Halleium ſecuti, opus de in- 
tegro repetere, ſubſtituendo in æquationem datam, valorem 
radicis jam inventum + g prox; (præſertim ubi aliquis ter- 
minus datæ æquationis deeſt, hoc pacto enim minuitur 
ſubſtituendi opus) unde ex binis terminis æquationis ulti- 
mo reſultantis habebitur g. Sic ex conſenſu theorematis 
 rationalis & irrationalis prodiit p , ogg: deinde ſub- 
ſtituendo in æquationem datam 2,094 + h pro x, prodit 
nova — , o06 153416 + 11, 1545087 + &c. = o, adeo- 


,006 6 | 
1 (+ 98 + 0,000551. Adeoque x = 2,094 


11, 154508 
+ 7 = 2,094551- 


256. Quod f radix ad plurima Wein u loca . 
ratur quam proxime, laborem plerunque minues, præſer- 
tim in æquationibus ſuperiorum dimenſionum, ſi ſingula 
complements p, 9. , &c. extrahendo minorem radicum ex 
tribus ultimis terminis ä noviſſimè reſultantis ex- 
quiras. | | 


Ex. 2. Proponatur zquatio ** — | Box? + 1998x* — 
1493 7x + 5000 =o, cujus radicem in ſolutionem diffi- 


5 


cillimi problematis Arithmetici, Vi#te methods; accuratiſ- 
ſime aſſecutus eſt Wallit, Algeb. . 62; quamque itidem 
methodi ſuæ exemplum affert Ra Ehen, P- 25, 26. Ejuſ- 
modi autem formæ eſt hæc æquatio, ut plures habeat ra- 
dices affirmativas, & quod reſolvendi difficultatem adau- 
geat, prægrandes ſunt doe ejus reſpectu termini 
ultimi. 


Minuendi grail, dividantur hujus radices per denarium, 
& prodibit y* — 8p? + 20)5˙ — 15y + 0,5 =o. Invenia- 
tur limes hujus 4 = 1, & ſubſtituendo 1 + þ pro y, pro- 
dibit nova — 1,5 + 5þ + 25˙ — &c. So, adeoque per 
—5+V37 
| 4 
&y=1 +þ = 1,27: adeoque x = Ioy = 12,7, Subſti- 
tuatur itęerum 12,7 + 9 pro x, in æquationem datam, & 
prodibit — 298,6559 + 5296, 1327 — 82, 267 — &. 
2648,066 — V 6987686, 106022 _ 

82,20 
&c. Per theorema rationale quoque e 7 


298,659 WWA 


782,26 K 298,659 5296,13 ns 4,6387 77 
5296, 1 5 296,132 


extractionem radicis minoris, erit 5 = = 0,27. 


= 0,05044080 


Do, adeoque = 


0,05 64407 5 &c. Unde, his ne collatis, certi eſſe 
poſſumus ꝗ fere deſignari ad uſque quinque decimalium loca 
faltem ; adeoque erit x = 12,7 + q = 12, 75644 proxime. 
Et ſi plures deſiderentur radicis figurz, de integro repe- 
tatur calculus, ſubſtituendo 12,756044 + r pro x in æqua- 
tionem datam, & aſſumptis tribus terminis æquationis 
reſultantis, prodibit o, oo000 1794480744: adeoque 
radix accuratiſſima fit 12, 75644 1794480744. redintegra- 
tione calculi nimirum triplicante numerum 3 de- 
cimalium prius inventarum. 


Lo] | 

257. Labor hujus methodi præcipuus in operations ſub- 
ſtituendi quantitates unagy pro aliis reperietur : id quod 
varie perficias, ſequentem modum maxime expeditum 
cenſet Newtonus, præſertim ubi numeri coefficientes con- 
ſtant ex pluribus figuris. | 
Repetatur æquatio præcedens x* — 80x? + 1998x* — 
14937x + 5000 = ©. Reſolvi hzc poteſt in factores hu- 
jus forme, : 


as 


— 


(x 80 X x| + 1998] x « — Wm * 1 + 5000 o. 

Ubi prodit primus x — 80; ſecundus, x; tertins, factus 
ex præcedentibus una cum 1998 ; quartus, x; quintus, 
factus ex præcedentibus una cum — 14937 ; ſextus, x; et 


facto ſub omnibus adjiciendus 5000. Subſtituendo autem 
in ſingulis factoribus 12,7 + 9 pro x, erit 


C 
* 12,7 Fg 


qe 854,71 — 54,67 + q* 
+ 1998 


+ 1143,29 — 54, 67 + 7 
12,7 ＋ 7 | 


+ 14519,783 + 449,879 — 41,99* + &c 
— 14937 


* „ 


417,217 + 449,877 — 47, 
12,7 7 7 | 


5298,6559 + 5296,1329 — 82,267 — &c. 
5000 | | 


VII. = 298,6559 + 5296,1329 — 82,267 — Kc. 8 


[Lao] 
258, Hzc methodus radicibus zquationum tam pura- 
rum quam affectarum educendis inſervit, & proinde in ex- 


trahendis radicibus numerorum altioribus utilis erit. Vide 
Halley, loco. cit. Porro, inventà quotiente 4, b, &c. æquatio 


ſemper relinquitur cujus radix unà cum acquiſità quotiente 
adæquat radicem æquationis primo propoſitæ. Unde ex- 
aminatio operis hic æque poterit inſtitui ac in reliqua 
Arithmeticà, auferendo nempe quotientem a radice prime 
æquationis (ficut analyſtis notum eſt) ut æquatio ultima, 
vel termini ejus duo treſve ultimi, inde producantur. Sic 
 1nvento p = 0,1, erit „ + þ == 2,1, adeoque ſubſtituendo 
2,1 ＋ 9 pro y, in æquationem primam y% — 2y — 5 = ©, 
prodibit 0,061 + 11,239 + 6,39* + & = ©; ipſa nempe 
æquatio quæ ex ſubſtitutione o, 1 + 9 pro p in æquationem 
primo reſultantem prodiit: atque ita iſtius operationis ve- 
veritas comprobatur. N 


259. Ex dictis facile judicabit lector, an valent multi no- 
minis viri La Grange objectiones, Diſſert. Acad. Berlin, an. 
1768. nempe, quod methodo Newtoniand ignoratur quan- 
tum ad veritatem accedit tum valor (4) primo aſſumptus, 
tum valor cujuſque complementi inſequentis, (5), (2), &c. 
Methodus certe, quam ut accuratiorem commendat, New - 
tonianæ facilitate longe cedit, quippe quæ ex inventione 
quantitatis V, F 234, non niſi per tentamina valde labo- 
rioſa in æquationibus plurimarum dimenſionum eruendæ, 

auſpicatur; per inventionem limitum æquationum ex bi- 
nomiis compluribus ſucceſſive ſubſtitutis reſultantium, pro- 
cedit; et per combinationem plurium fractionum conti- 
nuarum ex hiſce operationibus elicitarum, concludit. 


260. Ad evitandum terti ſubſtitutionis laborem in ex- 
emplo ſecundo, correctiones duas ſatis artificioſas adhibet 
Halley, quarum priore, notas veras in aſſumpta (i) quintu- 


4 8. 


[ 248 | 
phces reddit; poſteriore autem, etiam duplum numerum 
cifrarum adjungit : : ut omnino aſſumptas ſeptuplicet. Cæ- 
rerum iteratà hac operatione parum promovetur calculus. 
Simili methodo inſiſtit Bernoulli, Lect. Calculi integ. Lect. 53. 

Poſſimus quoque Le Marguis de Courttvron atque Eulerum 
= | ſecuti, v valorem p ex pluribus terminis æquationis reſul- 
* 7 tantis elicere, ſubſtituendo nimirum in hanc æquationem 
| valores p', þ*, &c. ex * præcedente operatione in- 


vi Vventos, ſcil. ſubſtituendo 5 ; pro 2; deinde, ſubſtituendo 


1 A A. by, 
I Il | 5 5 * =) pro p*; & lic 8 - Unde elicitur 


formula inſequens, 5 * 


ä 


1 
&c. Sic repetito exemplo 10. prodit x = — „ = — Ol. 
| | A? A3 . A. C 

0 B. = ,,. gr = — 0,001. 5. = o, o 1. ; = 0, 6. 
| | 2C: BD C3 — 5BCD 


HG 0,02. —g3—— = 0,78. Unde prodit þ = 


+ 0,1 — 0,006 + 0,00062 — 0,000078 = 0,94542. Vide 
Mem. De Þ Acad. Paris, 1744, p. 40 5. Præſtat autem me- 
thodus Newtoniana, utpote quæ iterata operatione ad verum 
radicis valorem citius convergit. 

Aliam approximandi methodum tradit Taylor, ex ;nfius 
Incrementor:m theoria petitam, "Phil. 7. ranſ. an. 1717. Duas 1 
quoque, & egregias quidem, excogitavit Simpſon, quarun * 
prior per ſeriem infinitam citiſſime convergentem procedit, 
Mathematical Diſſertations, p. 102; poſterior vero ex calculo l 
Jwexionali pender, Eſſays on various ſubjets, p. 81. | 
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